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1. INTRODUCAO

A busca por entender as complexidades das vibragbes das cordas de violao
sempre fascinou tanto musicos quanto fisicos. O fendmeno onde certos harménicos
persistem mesmo quando uma corda é levemente tocada em pontos especificos,
produzindo tons claros e distintos, desperta curiosidade sobre os principios fisicos
subjacentes. Este artigo explora a equacéo de onda aplicada a uma corda de viol&o,
visando elucidar a mecéanica da formacdo de harmdnicos e o intrigante
comportamento dessas vibragoes.

O estudo das vibragdes das cordas de violao ndo € meramente um exercicio
matematico abstrato, mas esta profundamente enraizado na experimentacao fisica.
Em "The Physics of Guitar String Vibrations", Perov, Johnson e Perova-Mello (2016)
conduziram experimentos usando o captador magnético de um violdo e um
osciloscopio digital, aproveitando a Transformada Rapida de Fourier (FFT) para
analisar o conteudo harménico das ondas estacionarias. Seus achados revelaram
que as amplitudes harmoénicas sao significativamente influenciadas pelo ponto
onde a corda é dedilhada, oferecendo insights sobre o timbre resultante do som.
Esses resultados experimentais alinham-se de perto com as previsdes tedricas
derivadas da equacido de onda, destacando a relevancia pratica deste modelo
matematico.

Complementando esses achados, o trabalho "Studying and Modeling Guitar
Harmonics Using Fourier Analysis" de MAGNES(2019) emprega a analise de
Fourier para dissecar o conteudo harmdnico dos acordes de violdo. Ao gravar e
analisar amostras de audio com MATLAB, Magnes demonstra como as técnicas de
dedilhar e parar afetam a estrutura harménica. Este estudo enfatiza que mesmo
quando uma corda é parada em pontos especificos, certos harmdnicos persistem
devido a distribuigdo dos modos vibracionais, um conceito intrinsecamente ligado
as condig¢des de contorno da equacéao de onda.

Com base nesses estudos fundamentais, nossa investigagao busca explicar
por que parar uma corda de violao em certos pontos permite que alguns harmonicos
continuem vibrando. Ao entender o papel da equagao de onda nesse fenédmeno,
podemos desvendar as condi¢cdes sob as quais esses harmdnicos sao sustentados.
Esta exploracdo nao so6 satisfaz a curiosidade académica, mas também aprimora
as técnicas praticas de tocar violao, oferecendo uma apreciacdo mais profunda da
riqueza harménica do instrumento.

A medida que mergulhamos nas secdes subsequentes, vamos deduzir
sistematicamente a equacgao de onda, aplica-la ao caso especifico de uma corda
de violao vibrante e analisar os harmoénicos resultantes. Nosso objetivo é
proporcionar uma compreensao abrangente de por que certos pontos de parada no
braco do violao permitem que harménicos especificos ressoem, contribuindo para
as caracteristicas sonoras unicas do violdo. Por meio desta exploragdo, visamos
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unir a fisica tedrica e a pratica musical, lancando luz sobre a bela complexidade
das vibragdes das cordas de violao.

2. METODOLOGIA

Para modelar o comportamento vibracional de uma corda de violao, este
trabalho adotou uma série de suposi¢cdes simplificadoras. Considerou-se que a
corda é fixa em suas extremidades (em x = 0 e x = L, sendo L o comprimento da
corda) e que sua posi¢cdo de repouso € uma linha reta. Além disso, o modelo
restringe o movimento a pequenas vibragdes em um plano bidimensional,
descartando movimentos tridimensionais. A unica for¢ca atuante considerada é a
tensao constante da corda, negligenciando outras forgas como a gravidade.

A partir destas premissas, a equagao de onda foi deduzida utilizando a
Segunda Lei de Newton (F = ma) para um segmento infinitesimal da corda. A massa
deste segmento é expressa como pAx, onde p € a densidade linear da corda. A
aceleracao, por sua vez, € representada pela segunda derivada do deslocamento
u em relagédo ao tempo, d%u/ot?. A forga resultante (F) sobre este segmento, atuando
perpendicularmente ao comprimento da corda, € determinada pelas componentes
verticais da tensdo (T) nas extremidades do segmento. Dada a suposi¢cdo de
pequenas vibragdes, os angulos de inclinagdo sao considerados muito pequenos,
permitindo que a forga resultante seja expressa em termos da primeira derivada de
u em relagao a x (du/ox). A aplicagdo da Segunda Lei de Newton, combinada com
o limite quando Ax tende a zero, leva a equagao de onda classica:

d?u/ot® = c? d?u/ox?, onde c2=T/p

A constante c representa a velocidade da onda na corda e € um fator crucial
que determina o tom da nota produzida, visto que o tom aumenta com o incremento
da tenséo (T) ou a diminuigdo da densidade linear (p) da corda.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A resolucao da equacéao de onda, ¢*u/dt? = ¢c? d?u/ox?, foi realizada utilizando o
método de Separacdo de Variaveis e Séries de Fourier. Para isso, foram
estabelecidas condicbes de contorno e iniciais fundamentais que refletem o
comportamento fisico da corda de violao. As condi¢cdes de contorno definem que
as extremidades da corda estdo fixas, ou seja, o deslocamentou é zeroemx=0e
x = L para todo o tempo t: u(0, t) = 0 e u(L, t) = 0. As condigdes iniciais descrevem
a forma da corda no instante zero (u(x, 0) = f(x)) — como uma forma triangular, por
exemplo — e que a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula (du/at (x, t) =
0 em t = 0), simulando a corda sendo solta do repouso.

A conclusédo da solugcdo dessas condi¢cdes resultou na seguinte expressao
geral para o deslocamento da corda em fungéo da posigéo x e do tempo t:

o)

u(x, t) = Z [, sen(nmx/L)cos(nmct/L)]

n=1

Esta solucéo é crucial, pois permite a interpretacao fisica dos resultados
obtidos ao desvendar a natureza complexa do som produzido.
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A expresséao revela que o som percebido de uma corda de violdo ndo € uma
frequéncia simples, mas sim uma superposig¢ao de infinitas vibragdes. Cada termo
na soma representa um harménico.

O componente sen(ntrx/L) descreve os modos de vibragao espacial da corda,
onde n indica o numero do harmdnico ou modo de vibragdo. Esses modos garantem
que as condi¢des de contorno (corda fixa nas extremidades) sejam satisfeitas, pois
sen(0) e sin(n1T) sdo sempre zero.

O componente cos(nTrct/L) descreve a oscilagao temporal de cada um desses
modos, com a frequéncia de oscilagcdo sendo diretamente proporcional a n e a
velocidade da onda c.

Os coeficientes un (coeficientes de Fourier) representam a amplitude de cada
harménico e sdo determinados pela forma inicial f(x) com que a corda é perturbada.
Isso significa que a maneira como a corda & dedilhada (sua condig¢do inicial)
influencia quais harmdnicos serdo mais proeminentes no som final.

Em esséncia, a linearidade da equacao de onda e a validade do principio da
superposi¢cao permitiram que a solugao geral fosse construida como a soma de
solucdes particulares. Essa estrutura matematica da solucédo é o que possibilita a
compreensao de como a corda pode vibrar em multiplas frequéncias
simultaneamente, formando os harmdnicos que conferem ao violdo sua riqueza
sonora € como, ao tocar a corda em pontos especificos (nés), certos harménicos
podem ser suprimidos enquanto outros continuam a vibrar, produzindo tons claros
e distintos como podemos observar na figura abaixo:

s Modos de Vibragao da Corda

Modos
—— Harmonico 1 Ascendente
- Harmoénico 1 Descendente
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—~—- Harmonico 4 Descendente
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—— Harmdnico 8 Ascendente
—=- Harmonico 8 Descendente
Harmoénico 9 Ascendente
—=- Harmonico 9 Descendente
Harmoénico 10 Ascendente
—=- Harmonico 10 Descendente

0.5

0.0

054 %

-1.04

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1: Representagdo dos modos de vibragéo da corda.

4. CONCLUSOES

Este estudo explorou o comportamento vibracional de uma corda de violao,
empregando a equacao de onda como modelo fundamental para a formagao dos
harmonicos. A resolugcdo dessa equacgao foi alcancada através do método de
Separacao de Variaveis e Séries de Fourier, considerando condi¢cbes de contorno
que fixam as extremidades da corda (u(0, t) = 0 e u(L, t) = 0) e condig¢des iniciais
que descrevem sua forma no instante zero (u(x, 0) = f(x)) e velocidade inicial nula
(aulat (x, t) =0 quando t = 0).
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A solugao analitica geral obtida € crucial, pois revela que o som percebido
de uma corda de violdo ndo é uma frequéncia unica, mas sim uma superposi¢cao
de infinitas vibragdes, cada uma contribuindo para a formagdo dos harménicos.
Esta solugao € dada pela expressao:

(0]

u(x,t) = z [A,sen(nmx/L)cos(nmct/L)]

n=1

Essa estrutura matematica da solugdo desvenda a natureza complexa do som.
Cada termo na soma representa um harménico, com o componente sin(ntrx/L)
descrevendo os modos de vibracado espacial da corda, e n indicando o numero do
harménico. Esses modos garantem que as condi¢gdes de contorno (corda fixa nas
extremidades) sejam satisfeitas, pois sin(0) e sin(n1T) sdo sempre zero.

O componente cos(ntrct/L) descreve a oscilagdo temporal de cada modo,
cuja frequéncia de oscilagao é diretamente proporcional a n e a velocidade da onda
c. Os coeficientes An (coeficientes de Fourier) representam a amplitude de cada
harménico e s&o determinados pela forma inicial f(x) com que a corda é perturbada.
A linearidade da equacdo de onda e a validade do principio da superposi¢céao
permitem que a solugcdo geral seja construida como a soma dessas solugdes
particulares, ilustrando a sobreposi¢cao de multiplas vibragoes.

Essa interpretagcdo fisica € diretamente corroborada pela solucéo,
explicando como a técnica de tocar a corda suavemente em pontos especificos
(como nos trastes 5, 7 e 12) resulta na selegdo de certos harmdnicos e na
supressao de outros. Isso ocorre porque esses pontos correspondem a nos ou
antinds dos modos de vibragdo, permitindo que apenas alguns continuem a
ressoar, o que explica a formacao de tons claros e distintos. Em suma, a
modelagem matematica forneceu uma compreensao aprofundada dos principios
fisicos subjacentes a produgao de som e harmoénicos, oferecendo uma base sélida
para estudos futuros e para o aprimoramento de técnicas de desempenho musical
e design de instrumentos.
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