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1. INTRODUCAO

Em cursos iniciais de Calculo Diferencial e Integral, € comum o estudo da fungéo
gue associa a cada numero real x sua poténcia z". Neste contexto, a justificativa para
a bijetividade dessa fungao costuma ser feita por meio da analise grafica e de argu-
mentos intuitivos. Entretanto, observamos que a prova para a sobrejetividade neces-
sita da existéncia de um numero real determinado a partir de uma certa raiz n-ésima.
Neste trabalho, propomos uma abordagem mais rigorosa, atrelando esse estudo a re-
sultados fundamentais da Analise Real, buscando uma fundamentacgéao tedrica para a
existéncia e unicidade da raiz n-ésima de um numero real positivo através da proprie-
dade que caracteriza o corpo dos numeros reais como um corpo ordenado completo.
Como aplicagédo da teoria estudada, exploramos, ao final, um método iterativo para
aproximar a raiz quadrada de qualquer niumero natural, com base em uma sequéncia
recursiva cuja construcao permite obter aproximacgdes tao precisas quanto se queira.

2. METODOLOGIA

Este trabalho foi desenvolvido a partir do estudo de topicos classicos da Ana-
lise Real abordados no livro incluido na bibliografia. A pesquisa consistiu na leitura,
interpretacdo e adaptacao dos resultados teéricos necessarios para desenvolver os
objetivos propostos anteriormente.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Conforme mencionado na introducao, essa secao tera dois segmentos. Primei-
ramente, apresentaremos o principal resultado desse trabalho, o qual nos diz que ao
considerarmos um numero real positivo « € um numero natural qualquer, existe um
numero real positivo b tal que " = a. O numero b chama-se a raiz n-ésima de a e
€ representado pelo simbolo b = {/a. Para isso, serdo apresentados alguns tépicos
necessarios para a demonstragao. Os conceitos e propriedades dessa secéo sao re-
leituras de resultados classicos da literatura, sendo que alguns citaremos sem prova.
Esses podem ser encontrados em (LIMA, 2014). Para essa sec¢éo, assumiremos que
K é um corpo ordenado.

Definigdo 3.1 (Cotas, Supremo e infimo). Consideremos X um subconjunto do corpo
ordenado K. Dizemos que:

(i) X é limitado superiormente se existe b € K tal que x < b para todo x € X, 0
elemento b é chamado de cota superior de X .

(i) Um elemento s € K é o supremo de X, denotado porsup X, se s é cota superior
de X e para todo c pertencente a K, tal que c é cota superior de X, temos s < c.
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(iii) X é limitado inferiormente se existe a« € K tal que a < x para todo r € X, o
elemento a é chamado de cota inferior de X .

(iv) Um elemento i € K € o infimo de X, denotado por inf X, se i € cota inferior de
X e para todo c pertencente a K, tal que c é cota inferior de X, temos ¢ < i.

Definicao 3.2 (Corpo Ordenado Completo). Um corpo ordenado K é chamado com-
pleto quando todo subconjunto X C K, limitado superiormente, possui supremo em
K.

Axioma 1. Existe um corpo ordenado completo, chamado de corpo dos numeros reais
e denotado por R.

Definicao 3.3 (Elemento minimo e maximo). Seja X C K. Dizemos que X possui
elemento minimo se existe a € X tal que a < x para todo x € X. Analogamente,
dizemos que X possui elemento maximo se existe b € X tal que x < b para todo
reX.

Como R é um corpo ordenado, pode-se mostrarque sen € N,a € Rea > 1,
entdo a” > a. Mais ainda, se z,y € Rsdotaisque 0 < z < y, entdo " < y". Usaremos
esses fatos na demonstracao do préximo resultado.

Teorema 3.1. Para quaisquern € N e a € R, existe b € R, tal que b" = a.

Demonstracdo. Consideremos 0s conjuntos:
X={rzeR|z>0An2"<a} e Y={yeR|y>0Ay">a}.

Como 0 € X, concluimos que X é nado vazio. Além disso, é limitado superior-
mente. De fato, se a < 1, afirmamos que 1 é uma cota superior de X. Com efeito,
suponha que nao seja. Entdo existiria x € X tal que 1 < z. Neste caso, teriamos
1™ < z", isto é, 1 < 2", o que implica a < z™, 0 que é absurdo pois x € X. Analoga-
mente, se a > 1, afirmamos que a € uma cota superior de X. De fato, se ndo fosse,
existiria x € X com a < z. Logo, teriamos a < a™ < z", de modo que a < z", 0 que é
absurdo pois z € X. Portanto, X & n&o vazio e limitado superiormente.

Como X C R e X € ndo vazio e limitado superiormente, segue do Axioma 1 que
X possui um supremo. Seja b = sup X. Vamos mostrar que b = a. Para isso, basta
demonstrar trés fatos fundamentais:

A) O conjunto X nao possui elemento maximo.

B) O conjunto Y n&o possui elemento minimo.

C) Para quaisquer x € X ey € Y, vale z < y.

A validade simultanea dos itens (A), (B) e (C) garante que o supremo b de X
satisfaz 0™ = a. De fato, suponha que b" < a. Entdo b € X, e como b seria 0 maior
elemento de X, isto contradiz (A). Suponha, por outro lado, que " > a. Entdo, b € Y,
e como Y ndo tem elemento minimo, por (B), existiria ¢ € Y com ¢ < b. Porém, por
(C), todo = € X satisfaz x < ¢, de modo que ¢ seria uma cota superior de X menor
do que b = sup X, 0 que € uma contradicdo. Assim, se houver validade simultanea de
(A), (B) e (C), a unica possibilidade existente € v = a.

A seguir, provamos os itens (A), (B) e (C).

A) O conjunto X nao possui elemento maximo. Dado = € X qualquer, provare-
mos que é possivel tomar d > 0 tdo pequeno que ainda se tenha (z + d)" < a, isto é,
x +d € X. Para isto, usaremos um fato auxiliar, que pode ser demonstrado por indu-
cao. Trata-se do seguinte: dado = > 0, existe, para cada n, um numero real positivo
A, (dependendo de z) tal que: (x + d)" < 2™+ A, - d, seja qual ford com 0 < d < 1.
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Agora,sex € X,istoé,z > 0exz" < a,tomamosdtalqued <1e0 <d < i

Teremos: 2" + A, -d < a e, por conseguinte, (z + d)" < a, 0 que prova que X nao
possui elemento maximo.

B) O conjunto Y ndo possui elemento minimo. De fato, sejay € Y. Escolheremos
d,com0 < d <y, tal que: (y — d)” > a, isto &, y — d € Y. Para tal, observemos que,

a\" d
sendo 0 < d < y, temos: (y—d)":y"(l—g) >y"<1—n-§) =y —n-y" !,

onde isso € valido pela Desigualdade de Bernoulli, considerando x = —— uma vez que
Y

y—ni, veremos que y" —n-y"l.-dé

n-y

maior que a e, portanto, (y — d)™ > a. Isto mostra que Y nao possui elemento minimo.
C)Sezxr e Xey €Y, entdo zr < y. De fato, suponhamos que y < z, entédo

y" < " < a e assim y" < a, 0 que é absurdo pois y € Y. (O caso x = 0 resulta

x<uy.) O

—d .
y >0e — > —1. Se considerarmos 0 < d <
Yy

Pelo que acabamos de demonstrar, dado n € N, a fungéo f : [0, +o0) — [0, +00),
f(z) = =™ é sobrejetiva. Além disso, se 0 < = < y, entdo 0 < 2" < y™, 0 que mostra
que [ é estritamente crescente e, portanto, injetiva. Assim, f € uma bijecdo. Desse
fato, segue a unicidade do elemento b considerado no teorema anterior. Observe que
a inversa da fungéo f é dada por f~'(y) = {/y, isto é, a raiz n-ésima y > 0. Como
inversa de uma funcao bijetiva, vemos que nossa funcao também é bijetiva.

A partir do Teorema (3.1), uma pergunta natural que surge é: como determi-
nar efetivamente o valor de uma raiz n-ésima? Existem diversos métodos numeéricos
gue nos permitem obter aproximagdes para raizes de numeros reais. Neste trabalho,
como uma aplicagédo, abordaremos o método das aproximacdes sucessivas, que nos
permite calcular aproximacdes para a raiz quadrada de um namero natural através da
construcdo de uma sequéncia que converge para o valor desejado.

Definicao 3.4 (Sequéncia e Limite de sequéncia). Uma sequéncia (x,) de numeros
reais é uma fungdo x : N — R, onde denotamos x(n) = x,,. Dizemos que (z,,) converge
paraa € R, e escrevemos lim x,, = a, Se, dado € > 0, existe no € N tal que |z, — a| < e
sempre que n > ny.

Proposicao 3.1. Sejam (z,,) e (y,) sequéncias convergentes de numeros reais e k € R
um numero qualquer. Se limx,, = L e limy, = M, entdo:

(i) lim(x, +y,) =L+ M; (iii) im(z,y,) = LM ;

i ~ . Tn L
(i) lim(kx,) = kL; (iv) Se M # 0, entdo hm(-) =

n

Proposicao 3.2. Seja0 < \ < 1. Consideremos (x,,) uma sequéncia tal que:
|Tpni2 — Tpi1| < Mxpsr — x| paratodon € N. (1)

Entéo (x,,) € uma sequéncia convergente.

Como uma aplicacdo do resultado anterior, considere um numero real a > 0
e defina a sequéncia (z,) considerando z; = ¢, onde ¢ € um numero real positivo
arbitrario, e pondo:

Tpi1 = % (a:n + i> ) (2)
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Vamos mostrar que a sequéncia (x,) definida dessa maneira satisfaz a condi¢ao (1)
e, portanto, converge.

Observemos que se b = limz,, € b # 0, entdo b = /a. De fato, fazendo n — ~
em (2) e usando as propriedades de limite de sequéncia dadas na Proposigéo (3.1),

1 .
obtemos: b = 3 (b + %) ,ouseja, b= %, e, portanto, b* = a

A 1
Retornando a sequéncia (z,), para todo = > 0, tem-se: 3 (96 + %) > \/g

Disso segue que para todo n > 1, temos z,, > \/g Portanto,

:cn-xn+1>g<:>;<1. (3)
2 2.2, Tpaa

Usaremos (3) para mostrar que a sequéncia (z,,) cumpre a Proposigéo (3.2). De
1
fato, nyo — i = (= — —— (Tpy1—x,). COMO 0 < % ~1, temos que:
2 an " Tp41 Tn * Tpi1
1 a

0< —_—
2 2-xpxp

1 - 1
<3 entao: |z, 0—xpi1| < §|xn+1—xn|, para todon > 1,0 que

N . . 1 , ,
mostra que a sequéncia satisfaz a condigédo (1) com A = 3 € porisso & convergente.

Assim, existe b = limz,, e, como z,, > \/g para todon > 1, teremos b # 0. A

formula de recorréncia (2), fornece, portanto, aproximagdes sucessivas para +/a.
Exemplo 3.1 (1/400).
Tomemos ¢ = 50, teremos:

1 400 1 400 1 400
= — — =2 =—(2 — | =21 = —| 21 — | = 20,04
T2 2(50+ 50) 9 x3 2(9+ 29) ,39 x4 2( 39+21.39> 0,0

ou seja, a sequéncia ira nos fornecer aproximacgodes de 20, que é a raiz quadrada de
400.

4. CONCLUSOES

Ao abordar a bijetividade da fungéo f(z) = 2", este trabalho promoveu uma tran-
sicdo entre os argumentos intuitivos normalmente utilizados em cursos introdutérios
de Calculo e a linguagem formal da Analise Real. Note que, uma vez garantida a exis-
téncia e unicidade da raiz n-ésima, fara sentido, na resolu¢do de variados problemas
matematicos, encontrar seu valor. Entretanto, esse processo pode nao ser trivial. Isso
ocorre, em muitos casos, porque a raiz nao é exata, tornando-se necessario encontrar
aproximacgdes dela. Nesse contexto, nos restringindo a raizes quadradas de nume-
ros naturais, exploramos uma construgao iterativa fundamentada em propriedades de
sequéncias convergentes, que nos permite obter aproximagdes tao precisas quanto
se queira.
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