‘k 1*SIHEPE _
W el 2025 XAVII ENPOS — ENCONTRO DE POS-GRADUAGAD
1 UFPEL 2025

s Pmm s

ESTIMATIVA DE PARAMETROS NO MODELO DE
MICHAELIS-MENTEN POR REGRESSAO NAO LINEAR VIA EQUAGOES
ADJUNTAS E LEVENBERG - MARQUARDT: UMA ABORDAGEM COM
DADOS SINTETICOS

GABRIEL AREZE DOS SANTOS'; REJANE GIACOMELLI TAVARES?
CLAUDIO ZEN PETERSEN?;RUTH DA SILVA BRUM*

"Universidade Federal de Pelotas — arezegabriel@gmail.com
2Universidade Federal de Pelotas — tavares.rejane@gmail.com
3Universidade Federal de Pelotas — claudio.petersen@ufpel.edu.br
“Universidade Federal de Pelotas — ruthdasilvabrum@gmail.com

1. INTRODUGAO

A cinética enzimatica descrita por Michaelis e Menten em 1913 constitui um
dos pilares fundamentais da bioquimica e da biotecnologia modernas(CORNISH-
BOWDEN, 2015). Este modelo estabelece a relagdo entre a velocidade de
reagoes catalisadas por enzimas e a concentragdo do substrato, fornecendo
parametros essenciais para a quantificacdo da atividade enzimatica e para
aplicacdes em engenharia metabdlica. Embora o trabalho de Michaelis e Menten
tenha consolidado a teoria, suas bases foram langadas por estudos prévios de
Victor Henri, que identificou o papel crucial da saturagdo enzimatica (NICOLAS;
CARMONA, 2015).

O modelo de Michaelis-Menten é definido por dois parametros principais: a
constante de Michaelis (K,,) , que indica a afinidade da enzima pelo substrato, e
a velocidade maxima da reagdo (V,.) , que expressa a capacidade catalitica

maxima do sistema. A determinacao confiavel desses parametros € indispensavel
para a caracterizacdo de enzimas e para a compreensdo de processos
metabdlicos complexos. Tradicionalmente, tais parametros podem ser estimados
por métodos graficos lineares; no entanto, esses apresentam limitagbes em
termos de precisdo e suscetibilidade a erros experimentais. Nesse contexto, a
regressao nao linear se destaca como a abordagem mais robusta para o ajuste de
dados experimentais, proporcionando estimativas mais consistentes e acuradas
(DUGGLEBY, 1985; CARVALHO et al., 2010).

Neste trabalho propde-se o uso de equagdes adjuntas para o célculo da
jacobiana dos residuos, integrando essa abordagem ao algoritmo de Levenberg-
Marquardt na execugao da regressao nao linear. Para validagao, serao utilizados
dados sintéticos a fim de avaliar a eficiéncia do método na estimagcdo dos
parametros do modelo.

2. METODOLOGIA

Seja o modelo de Michaelis-Menten dado pela equacéo diferencial (CHEN et

al., 2010):
dS(t) _=VuS(t)
d ~— K, +S(t)’
onde S(t) é a concentragdo de substrato em um tempo ¢ , K, é a constante
de Michaelis-Menten e V__ €& a velocidade maxima de reagdo. Podemos

max

realizar o ajuste por minimos quadrados da solugdo da eq. diferencial (1)

com S(0)=S,, (1)
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utiizando uma série de N medidas experimentais (tk,Si‘“a)com k=1,2,..N,
minimizando a fungdo C(6)

Clo)=3 [s(6,:0)- =3 o @

k=1
sendo Bz[Km Vmax] " os parametros de interesse, e ri(6) o k-ésimo residuo do

ajuste. Para a minimizagao da equacéo (2), € necessario calcular a jacobiana dos
residuos em relagao aos parametros definidos em (1). Neste estudo, esse calculo
€ conduzido por meio do uso de equagdes adjuntas, denotadas por A .
Seguindo o método proposto por NANDI & SINGH (2017), a jacobiana é obtida a
partir da resolugcdo de equacgdes diferenciais adjuntas, integradas no tempo. Esse
procedimento permite determinar diretamente as sensibilidades do modelo em
relagdo aos parametros de interesse, avaliadas em cada residuo da regresséo
nao linear. Dessa forma, a aplicagcdo dessa técnica ao modelo (1) resulta na
seguinte forma matricial para a jacobiana:

com. ( )
: V,.K, 3 of _ Sl
)\k(t)+(Km+S(t))2)\k<t>_o’ Ve K +S(t)’ @)
of _ VauS(t)

e )Lk(tk):_l

0K, (K +S(¢))’
De posse de (3) pode-se seguir com o ajuste por meio do algoritmo de
Levenberg-Marquardt, que consiste na iteragdo da formula:

AO=(J"J+ul| J'r (5)
onde J é a matriz jacobiana dos residuos, J' é sua transposta, I é a matriz
identidade, r é o vetor de residuos r,=S(t,;60)-S™ ,e wu ¢é o fator de
amortecimento, calculado iterativamente durante o ajuste conforme descrito por
NOCEDAL & WRIGHT(2016).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para avaliagcdo do método, geraram-se 10000 experimentos sintéticos com
medi¢gdes simulando amostragem dos dados em ftriplicata. Cada ponto

experimental S{"“ obedece a S{"“=S(t,)+¢,, com ¢,~M(0;0,4) , com S(t)
sendo a solugéo de (1) sob condigdes iniciais S(0)=10 , parametros geratrizes
K.=2 , Vv, =15, e tempos de amostragem dados por
t,=1+k Aty (Atuos=2;k=1,...,7) . A integragdo numérica empregou o
meétodo de Euler explicito com passo At=0,01 . Todas as regressdes utilizaram
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a estimativa inicial 6,=[K,=3,V,,=3]" . A distribuigdo dos parametros inferidos
foi plotada da Figura 2, acompanhada dos parametros utilizados para a geragéo
dos dados sintéticos.
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Figura 1: Comparagao entre um conjunto de dados experimentais e a curva
geratriz (esquerda) e dispersao dos parametros ajustados em relagao aos valores
geratrizesde K, e V, . (direita). Fonte: Do autor.

Distribuicdo de Km Distribuicao de Vmax

1200
- = = Km geratriz = = \/max geratriz
1000 ] e Km médio amostral 1000 M = Vmax médio amostral
800 TN 800 B
i .©
: ! : A1
@ 600 ¢ 600
o (o
o o
*- 400 " 400
200 200
0 - 0
0 2 4 6 8 1.5 2.0 25
Km Vmax

Figura 2: Distribuigbes amostrais de K, e V,, obtidas a partir dos ajustes do

modelo. As linhas verticais indicam os valores geratrizes (tracejada vermelha) e
as médias amostrais (verde). Fonte: Do autor.

Tabela 1: Médias e desvios padrao das distribuicbesde K, e V, . .Fonte: Do

autor.

Km Vmax
Valor geratriz 2 1,5
Média amostral 2,1116 1,5231

Desvio padrao amostral 0,8575 0,1798
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4. CONCLUSOES

Os resultados obtidos indicam que as distribuicdes dos parametros
estimados apresentam médias amostrais proximas aos valores utilizados na
geracao dos dados, confirmando a viabilidade do procedimento de regressao nao
linear na determinagcdo de K, e V . O gréfico de dispersdo da Figura 1

max

evidencia uma forte colinearidade entre os parametros, ressaltando a
complexidade inerente a identificacdo em modelos ndo lineares. A partir da
Tabela 1 e da Figura 2, nota-se que o desvio padrao amostral de K, apresenta

valores mais elevados, evidenciando a maior complexidade na sua estimativa
deste parametro em especifico.

A utilizacdo das equacdes adjuntas revelou-se eficiente no calculo da
jacobiana dos residuos, mesmo na auséncia de uma solugdo explicita para (1).
De forma complementar, a implementagao do algoritmo de Levenberg-Marquardt
permitiu a minimizagdo de (2), demonstrando a eficacia do procedimento de
caracterizagao dos parametros.
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