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1. INTRODUCAO

Meios micro-heterogéneos apresentam separacdo de escalas estruturais
(caracterizada por um parametro geométrico pequeno) e continuidade da matéria
na microescala (hipétese do continuo). Como consequéncia, as propriedades
fisicas desses meios variam rapidamente, mas para eles também se cumpre a
hipétese de homogeneidade equivalente que garante a existéncia de um meio
homogéneo ideal com propriedades de variacao lenta (idealmente constantes) que
sao, de fato, as propriedades efetivas do meio micro-heterogéneo ao qual equivale
esse meio homogéneo (PANASENKO, 2008). O processo de obtencéo tal meio
homogéneo equivalente € chamado de homogeneizacdo. Métodos tradicionais de
homogeneizacdo matemética assumem que a microestrutura dos meios
heterogéneos cujos modelos pretendem resolver € periddica. De fato, uma
abordagem comum no estudo de meios heterogéneos com microestrutura aleatoria
€ sua aproximacao via a repeticdo peridédica de um elemento representativo de
volume. Alternativamente, para homogeneizar meios micro-heterogéneos néo
periodicos pode-se empregar o método de dois espacos de Keller de
homogeneizacao assintdtica ndo periddica (KELLER, 1977; KELLER, 1980).

2. METODOLOGIA

Seja e > 0 um parametro pequeno. Considere o seguinte problema de valores
iniciais e de contorno que modela a conducéo efetiva de uma certa grandeza fisica
em um meio micro-heterogéneo unidimensional funcionalmente gradado: encontrar
a densidade/concentracdo da grandeza conduzida u® € ([0,1] x R,) tal que
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ué(0,t) =0, =0, t € R}, uf(x,0) = uy(x), x € [0,1].
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em gue a condutividade do meio k¥ € C! ([0,1]), x¥(x) = k(x,x/¢) sendo que k €
C1([0,1] x [0,1/¢]) € limitado e positivo; f€ € C°([0,1] X R,), fé(x,t) = f(x,x/¢,t)
com f € C°([0,1] x[0,1/e] X R,), representa a evolu¢do da distribuicdo de
fontes/sumidouros da grandeza difundida; e a distribuicdo inicial da densidade
u, € C?([0,1]) é tal que u,(0) = 0 e uy(1) = 0. Note que as condi¢cdes de contorno
(1), representam, respectivamente, que na extremidade inicial x = 0 do meio
nunca ha grandeza a difundir e na extremidade final x = 1 0 meio esta isolado.
Sejam vé(x,s) = L{u®(x,t)] e gé(x,s) = L[f%(x,t)] com g®(x,s) = g(x,x/¢,s),
em que L[-] é a transformada de Laplace. Logo, de aplicar L[-] no problema (1) e
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tratando a variavel s do espaco de Laplace como um parametro para as derivadas
espaciais serem ordinarias, obtém-se o seguinte problema de valores de contorno:

d &
o [K —své(x,s) = —(gg(x, s)+ uo(x)), x € (0,1),
e @)
v¥(0,s) =0, =
dx x=1

Procura-se uma solucéo assintoética formal (SAF) do problema (2) como

v(x,s) ~vo(x,y,s) + ev(x,y,5) + 2v,(x,v,5), €))

em que y =x/e € [0,1/¢] € a chamada variavel local. Logo, x®(x) = k(x,y) e
g¢(x,s) = g(x,y,s), e os coeficientes desconhecidos v, (-,-, s) € C2([0,1] x [0,1/¢]),
k = 0,1,2, e suas derivadas de primeira ordem sao funcdes limitadas para cada
valor do parametro s. De substituir (3) em (2) e agrupar por poténcias de &, tem-se

£72Dy,, Vo + €71 (Dyy vy + Dypvig + Dyyvp)

0 ) (4)
+¢€ (Dyyvz + (Dyx + ny)vl + Dy, Vo — svo(x,y,5) + h(x,y, s)) = 0(¢)

em que Dqg (), a, B € {x,y}, so os operadores diferenciais lineares definidos por

a()
ap Y

e h(x,y,s) = g(x,y,5) + ug(x) e O(¢) redne os termos das poténcias positivas de
€, 0s quais tendem para 0 quando £ —» 0*. Para (4) ser satisfeita quando ¢ - 07,
os coeficientes das poténcias ndo positivas de € anular-se, o qual produz a seguinte
recorréncia de equacoes diferenciais para v,xy(x,vy,s), k € {0,1,2}:

Dup() = o[ ) 2

e72:Dy,, vy = 0, (5)
71Dy, vy + Dy Vg + Dyy Vg = 0, (6)
€%: Dy, Uy + Dy s 4 Dyy s + Dy — s0p(x,y,5) + h(x,y,5) = 0. (7)

De integrar (5) em (y,,y) € (0,1/¢) com extremidade final variavel, isolar
dv,/dy e aplica o operador do valor médio em relacéo a escala local definido por

(.

y—+oo y Yo

resulta que o primeiro termo da SAF ndo depende de y: vy(x,y,s) = wy(x,s). De
atualizar (6) tem-se que D,,,v; + (0x/dy)w, = 0, a qual € submetida a um processo
similar ao descrito para (5) resultando no coeficiente da conducao efetiva dada por

-1

0 = [ 5 ®

e que o segundo termo da SAF é da forma v, (x,y) = l;(x,y)wg, em que [;(x,y) €
a solucdo de media nula da equacéao local Dy, l; + dk/dy = 0 dada por
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Y dy'
k(x,y')

Gy = k0 | ~y. 9
Por fim, de atualizar (7) e seguir o mesmo procedimento seguido acima,
obtém-se a equacdo homogeneizada [k(x)w)] — swy(x,s) = —h(x,s), em que
h(x,s) = (h(x,v,s)), a qual, junto com as condi¢des para wy(x,s) obtidas de
substituir a SAF (3) nas condic¢des (2), 3, formam o problema homogeneizado,

[ (x )— — swy(x,s) = — h(x,s), x € (0,1),
dx
dw, (10)
WO(O,S) - 01 W et = 0
Logo, a solugdo v¥(x,s) pode ser aproximada pela SAF
vE(x,s)~wy(x,s) + ¢l (x f)% (11)
) 0 ) 1 ] < dx ]

de maneira que vé(x,s) —wy(x,s) = O0(e) na norma de C([0,1]) para cada s, ou
seja, a solucdo wy(x, s) do problema homogeneizado (10) € uma boa aproximacao
da solucéo v¢(x,s) do problema (2) para ¢ suficientemente pequeno.

Portanto, basta aplicar a transformada de Laplace inversa L™1[-] a SAF (11)
para obter uma SAF da solucao u®(x, t) do problema original (1) como

0

du
_ -1 (D) — .0 X\ ou
uf(x,t) = L vé(x,s)]~u't (x, t, &) = u(x,t) + €ly (x,g) % (12)

comu®(x,t) = L™ wy(x,s)] e us(x,t) —u’(x,t) = 0(¢) nanormade C([0,1] x R,).
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Considere o problema (1) com fonte fé(x,t) =e™t e coeficiente de
condutividade k¥(x) = 1 + 272sen(2mx/¢) e substitua aa condi¢cdo de Neumann por
uma condicdo de Dirichlet homogénea. Assim, a condutividade efetiva é a
constante = 15/4, e u°(x, t) pode ser calculado analiticamente como

e ( n—1)2m2xt _
WOk 1) = Z (et —e=@ )sen[(2n — 1)mx] (13)

2n—-1)(2n —-1)%2m2k - 1) ’

assim como a funcéo local [, (y) dada pela extenséo periédica a (0,1/¢) de

I(y), ye€][0,0.5)
Ly = 0, y=05 , (14)
I(y)+1, y e (0.5,1]

em que I(y) = tarctan[5 ! tan(ry)] — y, de maneira que a SAF (12) pode ser
totalmente obtida. Além disso, a solucdo u®(x,t) do problema (1) é obtida
resolvendo o problema (2) via diferengas finitas e calculando a transformada de
Laplace inversa pelo algoritmo Talbot-fixo (ABATE; VALKO, 2004).
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A Figura 1 mostra o comportamento da solugdo exata u®(x,t), a SAF
uW(x,t,€) e a solucdo homogeneizada u°(x,t) para € = 1/4. Observa-se que
uW(x,t,¢) aproximam bem uf(x,t), mas u® consegue reproduzir os detalhes
locais de u¢. Ainda, do ponto de vista computacional, o fato de u°(x, t) e u(x, t, €)
terem sido obtidos analiticamente faz com que seus calculos ocorram em
segundos. Em contraste, o célculo de u®(x,t) requer véarias horas de tempo
computacional, pois precisa de uma discretizacdo muito fina do dominio para
capturar as oscilacdes rapidas oriundas da dependéncia de «¢.

Figura 1 — Comportamento de uf(x,t), uV(x, t, &) e u®(x, t) para e = 1/4.

ui(xt),e = 1/4 uMxte), e = 174 u,(x.t)
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Fonte: Elaborado pelos autores.

4, CONCLUSOES

Foi estudada uma familia paramétrica de problemas de valores iniciais e de
contorno para a equacdo da conducdo ndo homogénea com coeficiente
continuamente diferenciavel rapidamente oscilante ndo periddico. A abordagem
combinou a transformada de Laplace com o método de dois espacos de Keller de
homogeneizacédo assintética ndo periddica. O problema homogeneizado foi obtido
como limite da sequéncia de problemas resultante de fazer o parametro tender a
zero. Foi ilustrado que a solucdo do problema homogeneizado e a SAF séo boas
aproximacdes da solucéo exata do problema genérico da familia quando o valor do
parametro é suficientemente pequeno. Ainda, tais aproximacdes sdo de rapida
afericdo computacional em contraste com a solucéo exata.
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