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1. INTRODUGAO

As transformadas de integrais sdo extremamente uteis para resolver
problemas fisicos, dentre elas se encontram a Transformada de Laplace. Esta
consiste em transformar fung¢des da variavel t, fungdes temporais, em fungdes na
variavel s, onde estas fungdes se encontram no espaco de Laplace. Disto, sua
definicao é (SPIEGEL, 1979).

LIF@)} = f(5) = { F(t)e "dt (1)

Onde L é o operador desta transformada. Uma de suas utilidades é na
solugdo de Equacgdes Diferenciais (ZILL, 2016), sendo um dos métodos de
solugdes para as ED’s. Ao usar este método e indo para o espacgo das fungdes na
variavel s, € possivel retornar ao dominio original usando sua Transformada

Inversa (SPIEGEL, 1979), simbolicamente denotado por £7". Ha uma férmula de
inversdo complexa, chamada de integral de Bromwich, integral de inversao de
Mellin, sendo esta uma integral de linha (BUTKOV, 1988). No entanto, para este
artigo nao sera utilizada tal integral, e sim a tabela das inversas, pois a inversa &
tabelada (SPIEGEL, 1979).

Sabendo que varios problemas fisicos caem em ED'’s, principalmente devido
a segunda lei de Newton que consiste no somatério das forgas sendo igual ao
produto da massa e da segunda derivada da posicao em fungao do tempo, ou no
caso geral; sendo a derivada do momento (NUSSENZVEIG, 2002):

—)_ d_’
F—T (2)

Este trabalho visa investigar um problema envolvendo uma corda vibrante e
infinitamente longa, sendo este problema fisico uma Equacao Diferencial Parcial
na qual a Transformada de Laplace transforma esta EDP em uma Equacéao
Diferencial Ordinaria (SPIEGEL, 1979) e sendo assim mais facil de resolvé-la.
Sera usado a forma analitica para a solugdo do problema, e um método
computacional para sua inversdo, sendo ele o algoritmo Talbot-Fixo.

2. METODOLOGIA
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Sendo uma corda infinitamente longa com a extremidade x = 0, e sendo
submetida a um deslocamento transversal periddico de Aosen(u)t), para todo

t > 0. Se Y(x,t) € o deslocamento transversal da corda num ponto qualquer x
num tempo qualquer t, onde a ultima condigdo especifica que o deslocamento é
limitado por M, entdo o problema de valores iniciais e contorno € (SPIEGEL,

1979):
Yy, —dY =0, x>0t>0
Y(x,0) = 0,Y (x0) =0, 3)
Y(0,t) = Aosen(wt),
[Y(x, )| < M

Tomando a transformada em ambos os lados,

LY } = a®L{Y_} (4)

s?y(x,s) — s¥(x,0) = Y (x,0) = az% (5)

Sendo L{Y(x,t)} = y(x,s). Substituindo as condigbes iniciais e
reorganizando os termos, teremos a seguinte EDO,

y' ==y =0 (6)

A nossa solugao se torna,

S

y(x,s) = Cle?c + Cze_“x. (7)

Sabendo que a condigao de contorno é Y(0,t) = Aosen(wt), entédo a
transformada de laplace da condicéo é€,

A
y(0,5) = == (8)

Utilizando a equacéao (7) e fazendo com que x = 0, conseguiremos uma
relacdo entre a equacéo (7) e (8). A fim de determinar as constantes c,ecC,

teremos a seguinte expressao,

Aow
=C, +C, (9)

s*+w?

Como a minha fungao esta limitada da seguinte forma: |Y(x, t| < M. E minha
expressao nao pode explodir para o infinito quando x — o, entéo, C1 =0e C2 se
torna a expresséao (9). Disto, temos a seguinte fungao na variavel s

Aw S

y(x,s) == e ° (10)
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Tomando a Inversa de Laplace da (10) em ambos os lados

S
—X

-1 -1 AOO) T
Ly} =L {m7e "} (1)
Resolvendo essa inversa de forma tabelada, por fim chegamos no

resultado final de forma analitica e temos a seguinte solu¢gado da minha (3) dada
aquelas condicoes

— _ X X =
Y(x,t) = Aosen[oo(t ), set>=-oul, t <--

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Nas figuras abaixo encontra-se a plotagem grafica das solugbes via
linguagem python, tanto o resultado analitico (a esquerda) e da solugdo numeérica
via método talbot-fixo (a direita). Para fazer tal plotagem devemos escolher de
forma arbitraria os valores para AO, w e a: Assim obtendo o seguinte resultado;

Solugao Exata: F(t, x) = Agsen[w(t — ¥)] Solugao Numérica usando o Método Talbot-Fixo
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Figura 1. Comparagao da solugao exata (A) e a numérica (B).

A diferenga visual entre os graficos € imperceptivel, entdo, recorremos ao
maximo erro absoluto entre elas. Sendo o resultado e o calculo feito da seguinte

forma:f = — f = 0,0002563. Agora tomando x = 10, valor fixo, temos;
numerico exato
Grafico de fe(10,t) Gréfico de f(10,t)
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0.50 0.50
0.25 0.25
:91 0.00 4 TS: 0.00
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Figura 2. Comparagao da solugao exata (A) e a numérica (B).
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4. CONCLUSOES

Conclui-se que o método da Transformada de Laplace para solucionar
equacgdes diferenciais, € extremamente eficaz e, de certa forma, mais elegante do
que outros métodos de solugdes como o de séries de poténcias, Frobenius,
substituicdo e demais métodos que supde como sera nossa solugdo. Também
vale destacar a quantidade de passos a menos ao aplicar as condi¢des iniciais e
de contorno que por sua vez ja entra no meio da transformada da fungao; assim
diminuindo a chance de haver erros na parte analitica. Isto se deve a robustez da
transformada de integral contendo inumeras propriedades e teoremas. No
entanto, quanto maior a complexidade do problema mais dificil sera fazer sua
inversao.

Disto, entra a necessidade de um método computacional, que neste caso foi
utilizado o método de inversdo numérica talbot-fixo. Com poucas linhas de codigo
é o suficiente para fazer a inversdo com uma consideravel precisao (ver Figura 1.)
sem muito custo computacional.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

MURRAY R. Spiegel. Colegdo Schaum: Transformadas de Laplace. Rio de
Janeiro: Mcgraw Hill, 1979.

BUTKOV, E. Fisica-Matematica. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos,
1988.

ZILL, D. Equagoes diferenciais: com aplicagoes em modelagem. Sao Paulo:
Cengage Learning, 2016.

NUSSENZVEIG, Hersh Moysés. Curso de fisica basica, v. 1. 4. ed. rev. Séo
Paulo : Edgar Blucher, 2002.



