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1. INTRODUCAO

Ao estudarmos o tema das antenas elétricas, percebemos a necessidade
de determinar os campos elétricos e magnéticos irradiados pelas diferentes
topologias, conforme discutido em BALANIS (2016). Na analise de problemas de
radiacdo, € comum definir as fontes para, em seguida, determinar os campos
irradiados por elas. No entanto, a obtencao direta desses campos irradiados pode
ser bastante complexa. Uma abordagem amplamente utilizada para facilitar essa
resolucdo € o uso de funcdes vetor potenciais associadas as grandezas
desejadas, resultando em equacdes diferenciais parciais (PDEs) mais simples de
solucionar.

Neste trabalho, propomos uma metodologia para resolver equacodes
diferenciais utilizando a funcédo de Green. Comecamos com problemas simples,
focando nas equacbes diferenciais ordinarias, e desenvolvemos uma abordagem
geral para obter a funcédo de Green, em problemas de valor inicial para equacdes
lineares de ordem n > 2, usando a solugéo do problema homogéneo associado e
0 método de variacao de parametros para encontrar uma solucao particular, como
sugerido em TESCHL (2024). Dessa forma, conseguimos formular o operador
integral que resolve diretamente a equacéo diferencial. Nos problemas de valor de
contorno (PVCs), especialmente aqueles relacionados a problemas de Sturm-
Liouville, expressamos com ajuda do método de variacao de parametros, a funcéo
de Green do problema. Em seguida, elaboramos a solugdo de um PVC, por
funcdo de Green em termos de uma base gerada para o espaco das solucdes da
equacao diferencial correspondente.

2. METODOLOGIA

Ao tentarmos resolver uma equacdo da forma L[y]= f, onde L é um
operador diferencial, o termo fonte f = f (t) € uma funcdo conhecida e y = y(t) € a
solucdo da equacao procurada, surge a questdo de se poderiamos, assim como
ao resolver um sistema linear de equacdes, encontrar a inversa do operador
linear, e obter a solucdo da formay = L™t [f], onde L™, é o operador inverso a
L.

Considerando que temos um operador diferencial L, podemos esperar que seu
operador inverso seja um operador integral. Neste caso, podemos supor que a
solucéo do problema de valor de contorno original possa ser escrita como

or f G(t, Df (D)dr 1)

onde G(t,7) é chamada de funcdo de Green. Usualmente, encontrar o operador
inverso, quando ele existe, pode ser bem complexo, e resolver diretamente o
problema integral, ndo é tarefa facil do mesmo modo.

Nesse trabalho, primeiro obtemos a funcédo de Green para um problema de
valor inicial em equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, e depois
generalizaremos 0 método para equacfes de ordem n, com n > 2. Para isso,
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partimos da solucdo associada ao problema homogéneo e, entdo, aplicamos o
método da variagdo de parametros a fim de obter a solu¢éo geral do problemas,
de onde, aplicando as condic¢des iniciais podemos escrever a funcéo de Green do
problema na forma desejada como na Eq. (1). Para problemas de valor de
contorno, partimos da equacao de segunda ordem associadas ao operador linear
autoadjunto de Sturm-Liouville, utilizando suas propriedades para entao expressar
a funcado de Green como uma série de autofuncdes associadas ao operador de
Sturm-Liouville, conforme (HERMAN, 2023).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para demonstrar a aplicagdo da metodologia desenvolvida,
implementamos um codigo computacional que gera aproximacdes sucessivas da
funcdo de Green para um problema de valor de contorno com condigdes de
fronteira nula. Como a solucdo exata é conhecida, iSsSo nos permite comparar 0s
resultados numéricos com os analiticos exatos.

Exemplo: considere o problema de valor de contorno com condi¢cdes de
fronteira nula dado por:

y"'+ 4y = x?, 0<x <1, @)

y(0) = y(1) = 0,
onde y = y(t) é a solugdo que queremos expressar usando a funcao de Green.
Este exemplo foi escolhido para ilustrar a metodologia e comparar a solucdo
obtida como uma série de autofungdes, do operador de Sturm-Liouville associado,
com a solucdo de Green ja conhecida. Onde a solucéo analitica exata € dada por

x?  sin(x) cos(1 —x)

Y =3 4sin(1) ®)

Para obtermos a andlise das duas solucbes, desenvolvemos um cdédigo

que calcula numericamente os autovalores 4,,, as autofuncdes ¢, (x) e as normas

lpnll, para n=1,2,..,n, onde n é 0o numero de termos na expansao.

Comparamos graficamente as duas solugdes do problema de valor de contorno,

onde a Figura 1 apresenta o cédigo com as principais linhas de comando, e a

Figura 2 mostra a comparacéo grafica entre a solugédo aproximada pela funcdo de
Green e a solucao analitica exata.
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Figura 1: Cédigo Computacional

Syms ¥ Cs1n

% Calculo dos autovalores
lamda(n) = -(n"2)w{pi~2)+s;

% Calculo das autofungdes
phif{x,n) = sin{nepisx);

% Calculo da morma das autofungdes
norm phi = int{phi(x,1)"2,x,[e 11);

% Nimero de termos da expansdo funcio de Green
num terms = 5;

% Aproximacac pela expansac em funcao de Green
Glx,c5i) = symsum( (phix,n)sphi(csi,n))/{norm phislamdan)),n,1,num terms)

% Termo nao homogéneo
flcsi) = csi™z;

% Solucao aproximada pelo método de expansac em autofungoes
y G6{x) = int(G(x,csi)*f(csi),csi,[e 1])

% Solucdo amalitica exata dada pela funcio de Green
y(x) = x"2/4 - (sin(xJ*cosiii—xl'u(usinfﬂ}

% Flotagem das solucdcs

fplot{y G{x), "b--0",[@ 1]) %Plotagem das solucdes
grid on

hold on

fplot(y(x),'r’,[e 11)

legend( “y G{x)}*, 'y(x)*, ‘Location”, "southwest®)
legend( ‘boxoff*)

hold off

Por fim, ao executar o cdédigo para o problema sugerido no exemplo,
obtemos como resultado a solucdo em série pela funcao de Green e da solucao
exata para o problema de valor de contorno.

Figura 2: Comparacéo dos Resultados
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Ao compararmos, graficamente, os resultados obtidos, verificamos que a
solucédo por séries da funcdo de Green, aproxima a solucdo exata, a partir de
cinco termos no somatario.

4. CONCLUSOES

No trabalho, introduzimos o método da funcdo de Green, primeiramente
abordando problemas de valor inicial e, em seguida, problemas de valor de
contorno no mesmo contexto. Exploramos autofuncgdes e representamos a funcéo
de Green em termos dessas autofuncdes para um problema de valor de contorno.
Embora nosso estudo tenha se limitado a equacdes diferenciais ordinarias,
planejamos expandir o0 método para equacdes diferenciais parciais em pesquisas
futuras, pois a funcdo de Green facilita a compreenséo do problema e da solucéo.
No entanto, reconhecemos que, em alguns casos, encontrar a funcdo de Green
pode ser tdo desafiador quanto resolver a propria equacdo diferencial, seja em
problemas de valor inicial ou em problemas de valor de contorno.
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