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1. INTRODUCAO

O cancer é uma doenca complexa que leva ao crescimento descontrolado de
células anormais, destruicdo de tecidos normais e invaséo de 6rgaos vitais. Dentre
0s tipos de cancer existem os gliomas, que sdo tumores cerebrais primarios que
surgem de precursores de células gliais no cérebro. Dentre eles, os glioblastomas
S0 0S mais agressivos e, como acontece, com a maioria dos gliomas, seu
crescimento € tao rapido e extenso que faz com que a sobrevida dos pacientes seja
baixa e imp0e sérias limitagbes para o tratamento.

Este tipo de crescimento pode ser descrito por equacdes do tipo reacao-
difusdo ou modelos proliferativos-invasivos no contexto bioldgico. Essa abordagem
modela o tumor e sua infiltragcdo celular no tecido cerebral circundante. A
proliferacdo € uma funcdo que representa um comportamento reativo e é quem
regula o crescimento e a morte de células tumorais (Murray, 2003). Na literatura, o
problema do crescimento do tumor cerebral foi formulado como um processo de
reacao-difusdo, no qual a taxa de mudanca das células tumorais € dada pela
proliferacdo e difusdo liquidas de células tumorais (Drasdo e H6hme, 2003),
(Bacaér, 2011), (Harpold Jr., Alvord, e Swanson, 2007), (Hatzikirou, Deutsch, e
Simon, 2005), (Mansuri, 2002), (Murray, 2003) e (Swanson et al., 2008).

O objetivo deste trabalho é encontrar uma solucédo exata, para o modelo de
reacdo-difusdo de Swanson (Swanson, 1999 e Swanson et al., 2008) pelo método
Split (Sperotto, 2007), (Beck, 2009), (Caurio Jr., 2024) que descreve a difuséao e
proliferacéo de células tumorais, considerando a taxa de proliferacdo p e termo de
difusdo D constantes e geometria esférica.

2. METODOLOGIA

Partindo do modelo reacdo-difusdo de Swanson com o laplaciano
tridimensional em coordenadas esféricas, considerando o problema com simetria
axial em relagdo a variavel ¢, coeficiente de difusdo espacial D e a taxa liquida de
proliferagdo p constantes, sem o termo de atenuacao proveniente do tratamento
segue
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com t>0,r>00<0<m60=+mn/2, onde C=C(r0,t) representa a
concentracdo do tumor cancerigeno em ceélulas, na posicdo r e 6 em tempo t,
C(r,0,0) = C,, sendo a concentracio inicial de células cancerigenas emt =0 e
condi¢&o de contorno considerada para o problema em AVC =0 em 92 onde 7 é
0 vetor unitario normal ao contorno a2 (cérebro) fechado e limitado. O termo DVC
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descreve a difusdo liquida das células dos gliomas e pC representa a taxa de
proliferacdo das células dos gliomas. Fazendo uma mudanca de variavel
C(r,0,t) = CeP* em (1), com objetivo de eliminar o termo pC. Apés a substituicdo e
as devidas simplificagbes tem-se

ac 0%C 20C 109%C cotfaC 5
ot <6r2+r6r+r2692+ r2 60>' 2)
Seguindo a metodologia do método Split (Caurio Jr., 2024), escolhendo os
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operadores A= e B=D(5z+ 5+ ant T a),

verifica-se a

comutatividade [A4, ] A = 0. Assim, o Split sera
( ¢, 0
ot
{ @3)
I
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Resolvendo para C,a primeira equagéao de (3) tem-se C; = f1(r,0) e aplicando
fi(r,0) na segunda equacao de (3), multiplicando r? e simplificando D obtém-se

2 2
f1(7” 0) 0f1(r,0) 0°f1(r,0) af,(r,0)
—_— = 4
gt 692 + cot @ T 0. (4)
Escolhendo os operadores G = r? +2r— e H—ﬁ+cot9— em (4)

garante-se a comutatividade [G,H]| = GH HG = 0 Assim pode-se realizar um
novo Split em (4) da forma
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Utilizando uma mudanca de variavel, u = fla(r D na segunda equacéao de (5)
u' +cotbu=0. (6)
Resolvendo (6), por separacao de variaveis, para a variavel u fica com
u=a.(r)csch. (7)

Reescrevendo (7) com a variavel original e resolvendo para f; (r, 8), por integracéo,
pode-se notar que
fi(r,0) = a;(r)In|cscO — cot 8| + by (1) . (8)
Substituindo (8) na primeira equacdo de (5), desevolvendo as derivadas e
agrupando os termos, tem-se
In|csc @ — cot 8| (r2a,"(r)+2ra,'(r))+r?b,"(r) + 2rbj(r) = 0. 9)
A Unica maneira de (9) se verificar paratodo r e 6 € se
In|csc O — cot 8| (r?a,"(r)+2ra,'(r)) = 0
(10)
r2b,"(r) + 2rb;(r) = 0
Simplificando o termo In|csc 6 — cot 8] na primeira equacdo de (10) obtém-se a
EDO de Cauchy-Euler r?a,"(r)+2ra,'(r)=0, que tem como solugdo

a,(r) = % +k,. (12)

A segunda equacéao de (10) também é uma EDO de Cauchy-Euler que tem solucéo
dada por
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k
Substituindo (11) e (12) em (8) obtém-se a solugéo de (2) como
k k
C(r,0) =fi(r,0) = (?1 + kz) In|cscO — cot 8| + 73 +ky . (13)
Reescrevendo para a variavel C(r, 6,t) do problema original chega-se a solucéo
. k4 ks
C(r,0,t) = [(7 + k2> In|csc @ — cotB| + — + k4] eft, (14)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Pode-se perceber que a primeira iteracdo do método Split produz uma solucéo
exata, dada por (14), com numero suficiente de constantes arbitrarias para
satisfazer as condi¢cbes de contorno. Cabe ressaltar que, a cada iteracdo novas
solucBes sédo obtidas com numero maior de constantes arbitrarias que a solucao
anterior. Para um grande numero de problemas, este método pode ser aplicado até
gue se obtenha quantidade suficiente de constantes arbitrarias para satisfazer as
condi¢des de contorno em subdominios, ou mesmo eventualmente até obter uma
forma invariante de solucdo. Quanto maior for o nimero de constantes arbitrarias
presentes na solugdo, mais ampla a classe de condi¢gdes de contorno que podem
ser satisfeitas, ou maior o subdominio sobre o qual a solucéo € valida. Substituindo
as derivadas parciais de C(r, 6,t) em (1), a fim de verificar que (14) é uma soluc&o
exata para (1), tem-se

ky ks
[(7 + kz) In|csc@ — cot 8| + - + k4] peft

2DePt
= T[k1 In|csc O — cot 6| + k3]
2Def*

r3

D ki, .
— —cscf cotf (—+ k2> e’
r r

[k1In|csc O — cot O] + k3]
(15)

D k,
+—csch cotd (— + k2> ePt
r T

kq ks
+p [(? + kz) In|cscH — cot O] + — + k4] eft,
o gque simplifica para
k4 ks
[(— + kz) In|csc@ — cot O] + —+ k4] pePt
T r (16)
kq ks
=p [(? + kz) In|csc @ — cot | + g + k4] eft,
Portanto, pode-se concluir que C(r,8,t) € uma solucdo exata para a equacgio

(1).
4. CONCLUSOES

Conclui-se que a metodologia adotada € apropriada e eficaz na resolucdo do
modelo proposto, pois obteve-se uma solugcédo exata que oferece uma estimativa
da concentracdo de células tumorais, livre de erros inerentes aos métodos
numericos, aproximacdes de operadores, residuos resultantes de aproximacgdes de
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series e sem a necessidade de averiguar-se sua convergéncia. Além disso, devido
as caracteristicas da solucdo encontrada, observa-se a simplicidade da
implementacdo, uma vez que a solugdo obtida é uma combinacdo de funcgbes
racionais, logaritmicas e exponenciais, 0 que acarreta um baixo custo
computacional para obter as solugcbes em qualquer posicdo e tempo. Como
perspectiva futura, pretende-se considerar o modelo considerando o termo de
atenuacao referente ao tratamento e posteriormente diferentes coeficientes de
difusdo de acordo com a composicdo da substancia branca e cinzenta do cérebro.
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