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1. INTRODUCAO

As transformacfes geométricas sdo operacdes que alteram a posicdo, o
tamanho ou a forma de figuras geométricas em um espac¢o. Dentre os tipos de
transformacao, esse trabalho focara na rotacdo, que consiste em rotar uma figura
em torno de um ponto fixo por um determinado angulo sem alterar sua forma.
Quando no plano, a rotacdo ocorre ao redor de um ponto, enquanto no espaco,
ocorre em torno de um eixo.

A rotacdo em torno da origem é considerada uma transformacéo linear, Lima
(2002) afirma que “a interconexdo entre Geometria e Algebra resultante desse
ponto de vista foi responsavel por extraordinarios progressos na Matematica e suas
aplicacoes”.

2. METODOLOGIA

Para a elaboracdo do presente trabalho, foram realizadas consultas em
publicacdes relacionadas ao tema, juntamente com encontros semanais com a
professora orientadora.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Transformacédo de Rotacdo no Plano
Podemos definir como uma rotagcdo de um angulo 6 de um vetor em torno da
origem do sistema de coordenadas através da multiplicacdo da matriz de
transformacao de rotacéo pelas coordenadas do vetor que queremos rotacionar.
Definicdo 1: Uma transformacéo de rotacdo no plano em torno da origem do
sistema de um angulo 8 no sentido anti-horario é uma aplicagdo R: R2 — R2

tal que
r(* _(cose—sene X
y) \sen® cos6 /'\y/*
M:(COSG —sen 6

sen 0 cos O
€ chamada matriz de uma transformacéo de rotacdo em torno da origem em R2,

A matriz

Afirmacgéo 1: A definigdo 1 esta bem definida.

De fato: Utilizaremos as seguintes formulas trigonométricas:
sen (a + 8) =sen a cos B + sen O cos a (a)
cos (a + 0) =cos acos 8 —sen asen 8 (b)
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Figura 1: Transformacéo de Rotacéo no R2.
Fonte: Silva, 2013.
Y

Baseado na figura 1, podemos perceber que
sena=% —y=rsena

X
cosa=7—>x=rcosa

dessa forma, podemos escrever o vetor p em funcéo seno e cosseno,
r cosf «

B (r sen® «
Fazendo a rotacéo do vetor p de um angulo 8 em torno da origem temos:

_ofx\_ (1 cos(a+0)
R(p) = R(y) - (r sen (a+6))’
comoR(p)=p’'ep = (;ﬁ:) podemos concluir que

(xl) _ (r cos (a+9))
yr) \r sen (a+0)
Utilizando as formulas trigonométricas (a) e (b), obtemos
(xl) _ (rcosesene—rsenecose
y’) \rcosBsen6+rsenbcosb/
Comox=rcosaey=rsena,temos que
(xl) _ (xcosesene -y sen 0 cos 9) _ (cosG —sen 0 _ (x)
yr)] \xcosOsenB+ysenBcos® /) \senB cosBO / \y
ou seja, a matriz de rotagao de um angulo 6 no sentido anti-horario em torno da
origem é
_ (cos 0 —sen®
“\sen® cosBO /-

3.2 Transformacgé&o de Rotagdo no Espacgo
Uma forma eficiente de abordar a transformacédo de rotacdo no espaco é
utilizar o exemplo ilustrado na figura 2, que traz a rotagao de um objeto no espago
utilizando de trés rotacdes em torno de cada um dos eixos cartesianos, sendo
necessario atencdo a ordem das rotacoes, j4 que essa altera o resultado obtido.
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Figura 2: Rotacdo em torno dos eixos cartesianos.
Fonte: Silva, 2013.

Y

NPA

Proposicdo 1: A matriz de uma transformacdo de rotacdo no espaco em

relacao ao eixo x é:
1 0 0

0 cosBx —senOx
0 senBx cosOx

Figura 3: Rotacdo em relacdo ao eixo x no espaco.
Fonte: Silva, 2013.
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Demonstracéo 2: Seja o vetor u € R3, com norma igual a r, vamos rotacionar
esse vetor u em torno do eixo x de um angulo 6x, obtendo assim o vetor v. Considere
que uy e uU; sdo as componentes do vetor u em relagdo ao eixo y e ao eixo z
respectivamente, da mesma forma que vy e v, S80 as componentes do vetor v.
Assim temos que: Uy =r cos a, Uz =rsen a, Vy = r cos (a + 8x) e v. =r sen (a + Ox).

Utilizando as identidades trigonométricas (a) e (b), obtemos:
Vy =1 cos (a + 6x)
= Vy = r (CoSs a cos Bx — sen a sen 6x)
= Vy = COS O COs Ox — r sen a sen Bx
= Vy = Uy cos Bx — uz sen 6x

V2 =rsen (a + 6x)
= Vz = r (sen a cos Ox + sen Bx cos a)
= Vz = r sen a cos Bx + sen Bx cos a
= V; = Uz cos 6x + uy sen Bx
= V7 = Uy sen Bx + uz cos Ox
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Logo,
Ux Uy 1 0 0 Uy
Uy |=| Uy €050y — u; senby | =10 cosB, —send,|| u,
v, u, senB, + u,cos0, 0 sen®, cos6, Uy

portanto a matriz de rotagado no espacgo em relagao ao eixo x de um angulo 6x é:

1 0 0
0 cosBx —senOx

0 senBx cosOx
como queriamos demonstrar.

3.3. Rotaco no Espaco usando os Angulos de Euler
As rotacdes no espaco também podem ser descritas por meio dos angulos
de Euler, que definem uma sequéncia de trés rotacdes ao redor dos diferentes eixos
cartesianos.
Definicdo 3: Os angulos de Euler séo 6x, 6y e 6: onde suas respectivas
rotacdes sao dadas por

1 0 0 cosBy 0 senOy cosBz —senbz 0
Rx=[0 cosfx —senbx| Ry= 0 1 0 eRz={senbz cosBz 0
0 senbx cosOx —senBy 0 cosBy 0 0 1

com 6k, By, 6z € [-, 1], representando rotagdes em torno dos eixos X, y € z
respectivamente. A matriz de rotacdo especificada pelos angulos de Euler sera
obtida pela matriz R(6x, By, 8z) = RzRyRXx.
Os angulos de Euler apresentam algumas limitagées, como o Gimbal lock,
a perda de um grau de liberdade rotacional, que acontece quando alguns dos
angulos de Euler é de 90-.
4. CONCLUSOES

O estudo prévio de rotacdes prepara o terreno para o entendimento de
conceitos e de aplicacbes avancadas do corpo dos quatérnions, permitindo uma
transicdo gradual do entendimento das rotacdes elementares para uma ferramenta
matematica mais poderosa e eficiente que pretendemos estudar na sequéncia.
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