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1. INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma andlise de algumas questdes utilizadas na
resolucdo de problemas envolvendo a equacdo de difusdo, que é fundamental
para descrever processos de transporte em diversos campos, como fisica,
qguimica, biologia, engenharia e financas. Compreender suas solucbes é
essencial, podendo transforma-lo em uma ferramenta valiosa tanto para a
comunidade académica quanto para a pratica profissional, pois facilita a
aprendizagem, a aplicacdo e a pesquisa sobre a busca de difusdo, contribuindo
para o avango do conhecimento e promovendo a conexdo entre teoria e pratica,
fundamental para o desenvolvimento de soluc¢des inovadoras e eficazes.

Ainda, como descrito por Feynman em suas famosas Lectures on Physics
(FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2013), fendbmenos difusivos desempenham um
papel crucial em diversas areas cientificas. A difusdo é essencial na explicacao de
processos como a transferéncia de calor em materiais solidos, a conducéo
elétrica em semicondutores, a propagacao de particulas em meios heterogéneos
e a polarizacao dielétrica. Feynman também destacou a importancia da difusao
em processos quimicos, como a mistura de produtos em solucbes. Esses
exemplos ilustram as caracteristicas dos aspectos difusivos e a relevancia de
compreendé-los para avancar em mdultiplas areas do conhecimento cientifico e
tecnoldgico.

A relevancia deste estudo estd na aplicacdo pratica das solucbes
encontradas para problemas reais, como na ecologia espacial e biologia evolutiva
(LAM; LOU, 2022), na conducdo do calor (FOURIER, 1822; HAHN; OZISIK,
2012), em caracteristicas atmosféricas (HANNA; BRIGGS; HOSKER, 1982),
incluindo caracteristicas meteorolégicas (STULL, 1988) e disperséao de particulas
(ARYA, 1998; MING et. al., 2017), em caracteristicas geolégicas como a
transferéncia de calor por conducdo em intrusbes magnéticas (COSTA et al.,
2023), e na restauracao e interpolacao de imagens (BARBU, 2019).

2. METODOLOGIA

Neste trabalho, estudaremos a resolucdo de problemas de valores iniciais
e de contorno para equacbes de difusdo em dominios unidimensionais
espacialmente infinitos, homogéneas e ndo homogéneas, com condi¢des iniciais
homogéneas e ndo homogéneas. Cada método de resolucdo serad aplicado a
problemas especificos para demonstrar sua eficacia e limitagcbes por meio de
exemplos ilustrativos, cujos resultados serdo analisados. No primeiro caso, para
resolver o problema com equagdo homogénea e condi¢do inicial ndo homogénea,

uy — ku, =0, (r,t)eRxR]

w(z,0) = uy(z), zeR,
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em que u(x, t) € a densidade da grandeza difundida, x é a posic¢ao, t é o tempo e
k é a difusividade. Para resolver o problema, consideraremos o0 seguinte
problema auxiliar no qual a condi¢éo inicial € uma condicdo de salto em x =0,
também conhecida como funcdo de Heaviside H(x):

uy — ke =0, T e B, 1 = ()

w(zx,0) = wyH(x),

em que w(x,t) e w, sao densidades. Se w é a solucdo desse problema, entédo
sua derivada em relacdo a x também é solucdo da sua equacdo, a qual, para
w, = 1, fornece a chamada solucao fundamental da equacao de difuséo:

Glx,t) = ; e ik
A funcédo G(x,t) representa a distribuicdo da densidade que resulta de uma
fonte pontual unitaria (w, = 1) localizada em x = 0. Se a fonte estiver localizada
na posicado x = y, essa solucao aparece deslocada como G(x — y,t). Ainda, se a
fonte deslocada for de magnitude w, = uy(y), a solugéo é uy(y)G(x — y,t). Assim,
a solucéo u(x,t) do problema original é a superposicdo em R 3 y de todas as
solugdes uy(y)G(x — y, t) correspondentes as fontes pontuais:

w(x, t) = f | g (y)Glx — y, t)dy,

s a]

No segundo caso, para o problema com equacdo ndo homogénea e
condicao inicial homogénea

uy — ktter = f(z,t), (z,t) eRxRY
w(r,0)=0, zeck

foi aplicado o Principio de Duhamel para encontrar sua solucdo em termos da
solucéo do problema do primeiro caso como:

t +00
ulz,t) = / [ fu,7) Gz —y,t—7)dydr.
Jo S

No terceiro caso, para o problema com equacdo ndo homogénea e
condicao inicial ndo homogénea
uy — kug, = f(x,t), (z,1)e RxRY,

w(r, 0) = uy(x), =zclk

utilizamos o principio de superposicdo das solucdes dos dois problemas
anteriores para encontrar a solugdo como:

t ptoo +o
u(r. t) = [ [ fly,7) Gz =y, t — 7)dy dr 4 / ()G — y, t)dy.
Jo J - J_

o0

2. RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, apresentamos exemplos para os trés casos considerando trés
condicdes iniciais (periddica, antissimétrica e simétrica) e dois termos fonte
(temporalmente decrescente e espacialmente antissimétrica, e temporalmente
crescente e espacialmente simétrica).
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Para o primeiro caso, a figura 1 mostra que, para as trés condic¢des iniciais,
a solucéo tende ao estado de equilibrio em que a densidade esta uniformemente
distribuida. Na condicdo gaussiana, a regido de maior densidade est4 no centro
do dominio e se espalha em direcao as extremidades. Na arcotangente, as
regides de maior e menor densidade estdo nas extremidades e se espalham em
direcdo ao centro do dominio. Na condicdo senoidal, o comportamento é
semelhante ao da arcotangente; no entanto, a distribuicdo de densidades
maximas e minimas ocorre localmente de forma periddica.

u, senoidal, k = 100 u, arcotangente, k = 100 u, gaussiano, k = 100

0.15

u(xt)

2 1
x 10 ¢ t X -10 o t
Figura 1. Caso 1: Solugdo u(x,t) do problema com k =100 e condig&o inicial uy(x) = sen x (esquerda),
uy(x) = arctanx (centro), uy(x) = e (direita).

Para o segundo caso, a figura 2 mostra que a dispersao é rapida devido ao
grande valor de k. Para fonte f(x,t) =e *arccotx, a amplitude decresce

exponencialmente com t, enquanto para a fonte é f(x,t)=t(1—e‘x2), a
amplitude cresce linearmente com t.

Sl by = e Carccor, k= U0 Sl =tl—e") k=1

o d
-y il 1
10 o

x

Figura 2. Caso 2: Solugdo u(x,t) do problema com k=100 e fonte f(x,t) = e tarccotx (esquerda) e
f(x ) = t(1— e*") (direita).

Para o terceiro caso, a figura 3 mostra que, inicialmente, a distribuicdo
segue o padrdo das condi¢cbes mas, com o passar do tempo, a difusdo suaviza,
resultando em uma distribuicdo mais uniforme.
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flz,t) = e "arccotz, ug(x) = senz f(z, t) = e ‘arccotr, w(x) = arctanz flx,t) = e 'arccotr, wy(z) =e ™

-10 0 t

10 0 ¢

flz,)=t1—e*), uy(x) =senz flxt) =H1—e*), w(r) = arctanz flzt)=t{l —e ) wz)=e*

= 0
10 o p xr 10 0 ‘ r 10 0 ¢

Figura 3. Caso3: Solucdo u(x,t) do problema com k = 100 com fonte e condi¢des iniciais dos casos 1 e 2.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos a resolucdo analitica de problemas de
valores iniciais em dominio infinito para equacbdes de difusdo unidimensionais
homogéneas e ndo homogéneas com condi¢des iniciais homogéneas e néao
homogéneas, a qual é baseada na solucdo fundamental e os principios de
Duhamel e de superposicdo. Para ilustrar o comportamento qualitativo das
solucdes correspondentes, apresentamos exemplos considerando condicdes
iniciais periddica, antissimétrica e simétrica, e termos fonte temporalmente
decrescente e espacialmente antissimétrica, e temporalmente crescente e
espacialmente simétrica, respectivamente.
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