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1. INTRODUGAO

Conforme descrito por Feynman em suas famosas Lectures on Physics
(FEYNMAN, LEIGHTON, E SANDS, 2013), os fenémenos difusivos
desempenham um papel crucial em diversos dominios cientificos. A difuséo é
fundamental para explicar processos como a transferéncia de calor em materiais
solidos, a condugao elétrica em semicondutores, a propagagao de particulas em
meios heterogéneos e a polarizagao dielétrica. Assim, a andlise dos fenbmenos
difusivos é essencial para entender diversos processos naturais e industriais. Este
estudo propde uma abordagem alternativa para obter uma expresséao fechada da
solugcdo exata de um problema de valores iniciais e de contorno para a equagao
de difusdo unidimensional ndo homogénea com coeficientes constantes em um
meio semi-infinito no contexto da condugéo do calor no solo. Diferentemente do
método de separacdo de variaveis de Fourier utilizado por BRUM (2013), a
abordagem adotada baseia-se na solugdo fundamental, na extenséo
antissimétrica da condic¢ao inicial e nos principios de Duhamel e de superposigao,
conforme descrito em LOGAN (2015).

Este trabalho investiga a solugéo da equagao do calor homogénea sujeita a
condigcdes ndao homogéneas, a fim de comparar a eficiéncia dos métodos de
resolucdo. Os métodos abordados, especialmente a abordagem baseada na
solugdo fundamental, mostraram-se eficazes e precisos. A implementagao
computacional das solugdes, utilizando o software Python (PYTHON SOFTWARE
FOUNDATION, 2024) e bibliotecas cientificas como NumPy, SciPy e Matplotlib,
permitiu realizar uma analise detalhada, visualizar e destacar a eficacia da
abordagem proposta em relagdo a outros meétodos de resolugdo para os
fendmenos difusivos.

2. METODOLOGIA

A conducédo do calor no solo € modelada por um PVIC para a equacao do
calor homogénea com condigdes ndo homogéneas, que por sua vez variam
apenas em relagdo ao tempo t e a profundidade z quando assumido algumas
suposigdes, sendo elas que o solo esta em condi¢cdes naturais, a estratificacdo do
solo € maior a medida que se aumenta a profundidade e que nado ha geragao
interna de calor (i.e., f(z t) = 0). Segundo BRUM (2013), na superficie onde
z = 0, a condicao de contorno para a equacgao de difusao do calor é dada por:

u(0,£) = u'(t) = U’ + 0 sen(wt) (1)
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A condicdo inicial é obtida da solugao obtida pelo método da separacao de
variaveis quando t = 0 e originalmente é definida como BRUM (2015):

a(z, t) = U’ + 906_ 2"Zsen(oot - «/2—(‘;{2) (2)

0 ., T . . . ~
onde U ¢é o valor médio da temperatura, 90 € a amplitude da variacéo, e o

periodo w varia no modulo diario ou no moédulo anual. Logo, o problema de valor
inicial e contorno a partir das condi¢cdes estabelecidas sera:

ut—kuzzO, t>0,z>0,

Z.

u(0,£) = U’ + 8 sen(wt), t >0, 3)
0 - T&;Z w
u(z,0) =U0 — Goe sen(«/ﬁz), z > 0.

Define-se v(z,t) = u(z,t) — uo(t) para homogeneizar a condigdo de
contorno, obtendo o seguinte PVIC com fonte nao nula:

v = kaZ = - weocos(wt), t >0,z >0,
v(0,t) =0, t >0, 4)

v(z,0) = vo(z) =— Goe_\/zzsen(« lziz), z > 0.

Dada a linearidade da equacdo de difusdo do calor e o principio de

superposi¢ao tém-se que v(z, t) = v(l) + v(z), onde v(l) e v(z) sao solugdes dos
problemas auxiliares, em que: o primeiro PVIC auxiliar possui termo fonte
nao-nulo, como em (4), e condigcdes homogéneas e sua solugdo para z, t > 0, &
dada pelo principio de Duhamel e extensdo antissimétrica da condigao inicial; e 0
segundo PVIC possui termo fonte e condicdo de contorno homogéneas e
condicdo inicial ndo-nula e sua solugdo para z, t > 0 €& obtida pela extensao

antissimétrica da condicao inicial do problema de Cauchy correspondente. Como
u(z, t) = v(z,t) + uo(t), entdo a solugdo para o problema original é:
+00 4+t
u(z,t) = - coGO [ [ cos(wt)[G(z — y,t — T) — G(z + y,t — T)]dtdy (5)
0 0
+o0 _Je, =
- Goe \/; sen(«lﬁy)[G(z - y,t) — Gz + y,t)]|dy
0
+ U+ Gosen(u)t)

2
sendo G(z,t) = (4mke) /2e " 1Ht

a solucao fundamental da equacgéao do calor.
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Por meio da solugao (5), foi implementada a solug&o analitica com o objetivo
de fornecer uma representacdo detalhada da propagagao do calor ao longo do
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tempo e da profundidade, comparando-a com abordagens alternativas, como o
método utilizado por BRUM (2013). Para implementar a solugdo analitica, foi
utilizada a linguagem de programacédo Python (PYTHON SOFTWARE
FOUNDATION, 2024), aproveitando as bibliotecas NumPy, SciPy e Matplotlib
para calculos numéricos, integragéo e visualizagao, respectivamente.

Na Fig. 1, é apresentada uma comparagao entre as solugdes (2) e (5), com o
objetivo de analisar a variagdo da temperatura ao longo do tempo, e sua variagao
em relacado a profundidade. Na implementacgao foi utilizada amplitude 60 = 6. 28,

periodo w = 2m/365, e a constante de difusividade k = 0.057 mmz/s.
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Figura 1 — Comparagdo entre os perfis temporais e espaciais, para

z € {0.5,0.8,1.0,1.5} e t € {30,90, 120, 180}, respectivamente.

Observou-se que a variagao da temperatura é coincidente em todos os
pontos, com o0 mesmo comportamento sendo observado para a variagao da
temperatura em relacédo a profundidade e a medida que a profundidade aumenta,
a temperatura tende ao valor médio de 18 °C. A solugéo u(z, t) é representada
por marcadores circulares, enquanto a solugao E(z, t) obtida em BRUM (2013) é
representada por curvas continuas.

~ , 3 ,
A solucdo também pode ser representada em R+, sendo possivel observar
sua variagao em relagao ao tempo e a profundidade simultaneamente, ver Fig. 2.
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Figura 2 — Variacao da temperatura u(z, t).
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A analise do erro absoluto indica que 0 < e(z,t) < 0.197 °C, ver Fig. 3.

Figura 3 — Variagao do erro absoluto e(z, t).
4. CONCLUSOES

O estudo mostra a eficacia da abordagem utilizando os principios de
superposi¢cao e de Duhamel, e a extensdo da condigdo inicial ao redor da
condicdo de contorno homogeneizada, na modelagem da difusdo do calor no
solo. A solugdo analitica obtida oferece uma representagdo detalhada da
propagacao do calor, permitindo uma compreensao mais profunda do fendmeno
estudado. Além disso, a comparagao com o método de Fourier, como utilizado
por, destaca as vantagens e desvantagens de cada abordagem na resolugéo de
problemas de transferéncia de calor. Embora ambos os métodos tenham sido
eficazes na modelagem da difusdo do calor no solo, a escolha entre eles pode
depender das caracteristicas especificas do problema e dos recursos
computacionais disponiveis. Utilizar o principio da superposi¢cao, extensao
antissimétrica da condi¢ao inicial e o principio de Duhamel, pode ser mais
adequado em situacdes onde as condicdes de contorno e as propriedades do
meio variam com o tempo, enquanto o método de Fourier pode ser preferivel em
problemas com simetria e condicbes de contorno bem definidas.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
Feynman, R.P,; Leighton, R.B.; Sands, M. The Feynman Lectures on Physics.
California Institute of Technology, California: Pasadena, 2013. Disponivel em:

https://www.feynmanlectures.caltech.edu. Online ed.

BRUM, R.S. Modelagem computacional de trocadores de calor solo-ar. 2013.

Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Computacional) - Programa de
Po6s-Graduagdo em Modelagem Computacional, Universidade Federal do Rio
Grande.

LOGAN, J.D. Applied Partial Differential Equations. New York: Springer, 2015.

PYTHON SOFTWARE FOUNDATION. Python, Verséo 3.12.4. 2024. Online.
Disponivel em: https://www.python.org/.


https://www.feynmanlectures.caltech.edu

