4 9: SEMANA ) , i
INTEGRADA XXV ENPOS — ENCONTRO DE POS-GRADUACAO
4

OFEPELS2023

UMA ANALISE SOBRE A EXISTENCIA DE FOLHEACAO POR spl_uc;()Es DO
PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET PARA A EQUACAO DAS
SUPERFICIES MINIMAS

FILIPE ALMEIDA PEDRA'; ARI JOAO AIOLFI?

'Universidade Federal de Santa Maria — filipeapedra@gmail.com
“Universidade Federal de Santa Maria — ari.aiolfi@ufsm.br

1. INTRODUCAO

Nesse trabalho, consideremos o problema exterior de Dirichlet para a
equacao das hipersuperficies minimas em R", qual seja,

Vu —
M =div—— = € C2(Q)NCQ
(w) =div T 0, ueC“(VYNC°(Q)

u|aQ =f

: (1)

onde Q é um dominio exterior em R", isto €, R"\Q é relativamente compacto e
f € ¢° ¢é dado a priori. Observamos que o grafico de uma solucdo u de (1) € uma
hipersuperficie minima contida em R™*1,

O problema (1) tem sido bastante estudado nas ultimas décadas, em
particular, para o caso n = 2. Krust (1989) e Kuwert (1993) mostraram que existe
uma folheagdo por solugdes do problema exterior de Dirichlet no espago entre
duas solucdes com a mesma aplicacdo de Gauss no infinito, mas sem mostrar a
existéncia dessas soluc¢des. Sobre dadas circunstancias no dominio e para dado
no bordo f = 0, Ripoll (2001) e Ripoll e Tomi (2014) mostraram a existéncia de
uma folheacéo por solucdes do problema (1) de um subconjunto de Q X R cujo
bordo é formado pelos graficos de duas solucdes ilimitadas que séo limitrofes de
todas as solucdes de (1).

O presente trabalho corresponde a um estudo sobre o artigo de A. Aiolfi, D.
Bustos e J. Ripoll (2022), que trata do problema (1) para o caso n > 3. Os autores
concluiram que existe uma folheacdo de um conjunto aberto contido em Q X R por
graficos das solucbes de (1). Além disso, também mostraram algumas
propriedades dessas folhas, como sua altura maxima no infinito (a qual pode ser
estimada a partir da geometria do dominio) e o seu comportamento no bordo do
dominio e no infinito. Este estudo € uma andlise detalhada do referido artigo e
base de dissertacdo de mestrado, atualmente em elaboracao, a ser apresentada
no Programa de Pdés-Graduacdo em Mateméatica da Universidade Federal de
Santa Maria (PPGMAT-UFSM).

2. METODOLOGIA

Para tratar dos assuntos referentes ao artigo Aiolfi, Bustos e Ripoll (2022) a
principal referéncia foi o livro de D. Gilbarg e N. Trudinger (2001) sobre a teoria
das equacdes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem. A EDP das
superficies minimas € uma EDP quaselinear eliptica de segunda ordem. Diversas
de suas propriedades podem ser extraidas a partir de um estudo das EDP’s
elipticas lineares de segunda ordem. Foram estudadas propriedades como 0s
principios do maximo, da comparacdo e da tangéncia, além da teoria de
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Schauder, a regularidade dessas EDP’s, método de Perron e os Espagos de
Holder.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Em nossa analise do artigo Aiolfi, Bustos e Ripoll (2022), procuramos
detalhar os principais pontos, com o intuito de torna-los mais claros e acessiveis a
comunidade académica interessada no assunto. Nesse sentido, reorganizamos o
seu principal resultado, como segue:

Teorema 1: Seja 2 ¢ R*,,n > 3, um dominio exterior de classe C*%. Dado
s € (—, ), existe uma funcdo limitada u, € C>*(2) que satisfaz (1), com
lu_g| = u, e tal que

sup [[Vus || = supid|Vug|| = |s|
o a0

Para a demonstracéo do Teorema 1 faz-se necessario conhecer as solugfes
fundamentais de (1), para f = 0, em dominios que sdo o complementar de uma
bola em R".

Dados 1 > 0 ep € R*,n = 3, considere uma bola aberta em R" de centro p e
raio A, B;(p). A funcdo radial dada por:

r/A

dt

vy = aoj = r=lkopll xeR\B)

é solucdo de (1) em R"\B;(p) e seu gréafico corresponde a meio catenoide. A
partir de translagbes verticais, isometrias e homotetias € possivel obter uma
familia de solucdes radiais de (1) em R"\B;(p) com moédulo do gradiente no
bordo variando de 0 a infinito. Além disso, nota-se que em R", n >3, essas
solugdes fundamentais tém altura limitada, o que ndo acontece para 0 caso de
R2. Chamamos a altura de v, relativas a dimens&o n de h(n, 1).

O Teorema 1 é provado entdo utilizando-se das solu¢cdes fundamentais
definidas no exterior de uma bola contendo o bordo de Q, do principio da
tangéncia e da teoria das EDP’s elipticas.

O grafico de u, obtida no Teorema (1) € por constru¢cdo de declividade
limitada, pois em nenhum de seus pontos o0 plano tangente possui um vetor
vertical. Portanto, por Schoen (1984), as soluc¢des construidas no Teorema 1 sédo
regulares no infinito, ou seja, tem uma expansao duas vezes diferenciavel dada

por
n
- —-n _
w00 = &+ aglxIP + ) ey Ll + 0l
j=1
Utilizando-se dessa informacgéo, mostra-se a seguinte propriedade relativa as
Uy.

Corolério 1: Relativamente as solugbes u;a que se refere o Teorema 1,
existe o limite us(OO) = llm”x”_m us(x). Além disso llm”x”_)oo” VUS(X)” =0
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Podemos também verificar que essas solucdes tém altura limitada no infinito,
utilizando-se para tal do principio da tangéncia e fazendo-se transla¢cdes verticais
de u;.

Coroléario 2: Seja ¢ o raio da menor bola B, de R" tal que 9.2 c B, e seja
h(n, o) a altura de da solucdo fundamental de dimensé&o n no exterior da bola B,,
tem-se:

lus| < h(n,e)

Utilizando o método de Perron e levando-se em conta uma hipotese de que
o exterior do dominio satisfaz a condicdo da esfera interior para algum raio p > 0,
podemos mostrar que para qualquer valor ¢ entre 0 e h(n, p), existe uma solucao
definida no Teorema 1 tal que seu limite quando ||x|| = « € o proéprio c.

Corolario 3: Suponha 4 := R"\2 satisfazendo a condicdo da esfera interior
com raio maximo p. Entéo, dado c € [0, h(n, p)], existe u, € C>%(2) solugéo de (1)
tal que limy||-e U:.(x) = c. Além disso, pondo-se s. = supg, ||Vu.||, tem-se
u;, = u., onde u,_ € dado pelo Teorema 1.

O artigo também trata do caso s = co, mas nao foi possivel mostrar que
Uo € C2(Q) N C°(Q), e sim que seu grafico esta contido em uma variedade N de
classe C'!, contida em QxR tal que dN = dQ. Observamos que as funcdes
s u, (o) ese f,(s) para um x € Q fixado sdo continuas, limitadas e
estritamente continuas.

4. CONCLUSOES
A partir desses resultados, podemos chegar a seguinte concluséao:

Coroléario 4: Os gréficos das solucbes dados pelo Teorema 1 folheam o
seguinte conjunto aberto de R**1:

O ={(x,2) EQXRiU_, < Z< Uy}

Conclui-se, portanto, que existe uma folheacdo do conjunto descrito acima,
conforme descrita no artigo Aiolfi, Bustos e Ripoll (2022), em que cada folha é um
grafico de uma solucdo do problema exterior de Dirichlet (1) com f = 0.
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