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1. INTRODUCAO

A geracao de residuos soélidos urbanos (RSU) tém aumentado de forma signi-
ficativa nos ultimos anos. Dados da Associacdo Brasileira de Empresas de Limpeza
Publica e Residuos Especiais — ABRELPE (2021), mostram que durante a pande-
mia de COVID-19, principalmente nos anos de 2020 e 2021, ocorreu um acréscimo
na geragdo de RSU no Brasil. A principal raz&o é devido a migragéo das atividades
sociais, de trabalho e educacéo para as residéncias, alterando a dinamica de estilo
de vida, onde o aumento da utilizacdo do delivery e de materiais ndo reutilizasseis
foram quase gue totalmente transferidas para as residéncias.

Segundo a ABRELPE (2021), anualmente sao coletados mais de 76 toneladas
de RSU e a producéo anual é de 359,3 kg por habitante. A maior parte destes RSU
sdo destinados a aterros sanitarios, sendo esta a forma de destinacdo adequada.
Entretanto, parte significativa ainda é enviada a aterros controlados e lixdes, sendo
estas formas incorretas de dispor o RSU, o que pode acarretar em consequéncias
negativas para 0 meio ambiente e 0s seres Vivos.

Desta forma, torna-se necessario o estudo de métodos que prevejam como
sera a dispersao de poluentes, de modo que possam haver a¢fes que possam
controlar a contaminacao do solo e do lencol freatico, com base nas proje¢ces dos
meétodos. No presente trabalho, sera desenvolvida a solu¢cdo de um modelo mate-
matico para simulacéo da disperséo de poluentes em aterros sanitarios. Para reso-
lugdo do modelo bidimensional transiente de transporte de massa num meio poroso
saturado, utilizou-se o método Generalized Integral Laplace Transform Technique
(GILTT) com o objetivo de obter a solugdo da forma analitica do problema, sendo
este trabalho uma continuacdo de KONRADT et al. (2021), onde foi apresentado o
modelo unidimensional.

2. METODOLOGIA

A seguinte equacgao, escrita na forma adimensional, descreve o transporte de
poluentes no meio poroso saturado, podendo ser encontrada no trabalho de ALBU-
QUERQUE (2018):

R ac L 9*c 9%*C p ac 1
atC a2 T ey @

onde R representa o fator de retardamento do solo, C é a concentra¢do do conta-

minante na fase liquida, t equivale ao tempo, L* € a relacdo entre as dimensdes

1

2
em y e x do problema (L* = (i—) ) x representa a direcéo X, y representa a direcao
2
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Y e Pe é o Numero de Péclet. A equacdo (1) esté sujeita a condicao de interface
que corresponde ao vazamento continuo e uniforme de chorume em uma célula de
RSU. A condic¢é&o inicial do problema é dada por C(x,y,0) = C,, onde C, é a con-
centragao inicial do contaminante na célula de armazenamento de RSU.

As condig¢des de contorno na forma adimensional e na dire¢ao x, sdo dadas

por Z—E(O,y, t)y=0e Z—i(l, y,t) = 0,onde sdo utilizadas condi¢des de fluxo nulo nas

fronteiras do dominio em x. As condi¢bes de contorno na dire¢cdo y, sdo dadas
por C(x,0,t) = 1, a qual representa a concentracdo constante na célula de RSU

que fica entre o aterro e o solo, além de Z—i(x, 1,t) + BiC(x,1,t) = 0, onde Bi é 0

namero de Biot, e a condicdo representa o fluxo convectivo situada na parte de
contato entre o solo e o lencol freético.
Aplicando o Método de Superposicéo (Ozisik, 1993):

Clo,y,t) =C(x,y,t) + Ce(y), (2)
onde C* é uma funcao auxiliar que leva consigo a condi¢céo de fronteira homogénea
e Cr € a solucdo para o problema no estado estaciondario. Logo, substituindo a
equacao (2) na equacao (1), temos:

ac* a%c* 9%c* d*Cp ac*  dCg
R =L — Pe ( + —)

dy  dy

ot a2 Ty Yy ®)
A partir da equacéo (3), temos duas equacles diferencias, uma ordinaria
(EDO) e outra parcial (EDP). Dessa forma, a EDO e as condi¢cbes de contorno sao
dadas pelas seguintes equacoes:
d?Cr dCr dCr(1)
iy Pe v 0, C-(0) =1, &
A equacdo (4) possui uma solucao geral j& conhecida e apos aplicar as con-
dicdes de contorno obtemos:
ePe¢(Pe + Bi) — Bief®”
CF (Y) = Pe ; ;
efe(Pe + Bi) — Bi
assim, a equacao (5) é a solucdo para a EDO (4).
A EDP obtida da equacéo (3), e as suas condi¢cdes de contorno respectiva-
mente em x e y, além da condicéo inicial sdo dadas por:
(dC” a2c* o0%c* ac*

+ BiCr(1) = 0. 4)

(5)

R— =1 .y
ot a2 " ayz ey
ac ac
= 1 =
! 57 @y =0 77 (LYt =0, (6)
C*(x,0,t) = 0, 5y (01O +BIC (K10 =0,

\C*(x:y’ 0) = CO - CF(y)
Para obter a solucédo C*(x,y,t) da equacdo descrita acima, utiliza-se 0 mé-
todo GILTT. Para isso, primeiramente, € tomado o problema auxiliar de Sturm-Li-

ouville:
d’¢ A de(0) de(1)
sendo que a equacao diferencial possui como solugéo as autofuncdes
An )
x) =cos|—x|, 8

onde os autovalores sao obtidos da expresséo A, = nnvl,n=20,1,2,3....
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A seguir, a solucdo da EDP (6) € expandida como uma série em termos das

autofuncdes:

C' Y0 = ) a0 0), 9
onde C,(t) s&o termos a serem determinados e N é o indice no gual a soma con-
verge.

Substitui-se a expansao (9) na equacao (6) e aplica-se o operador integral
f( Yo (x)dx em ambos lados da equacdo, utilizando o fato que ¢,/ (x) =
—2,21<pn(x) obtemos:

R Z P00 [ ux) o) dx = -1 Z 600 [ oa) o2+

+ Z 0*Cn(, t)f O (X) P (%) €, (t)dx — Pe Z 96, t)f ()P (x)dx.  (10)

n=1

Portanto simplificando a equacao (10) obtemos.

(3, ) 0*Ca.0) |, 96n0) _

R————+ L*2%C - 11
FTa Gy, ) 377 “—% (11)

Para a resolucdo da EDP (11), utiliza-se 0s mesmos passos acima, constru-
indo um novo problema de Sturm-Liouville, agora na variavel y, que possui como
solucéo as autofuncgdes
U (y) = sen(B,y), (12)
aplicando as condi¢des de contorno, obtemos os autovalores associados a cada
autofuncdo. Eles devem satisfazer a seguinte equacdo transcendental
Bnctg( Bn) = —Bi, onde os autovalores f,, sdo as raizes da equacédo (12) e foram
calculados pelo método de Newton-Raphson.

A seguir, a solugcédo da EDP (11) é expandida como uma série em torno das
autofuncdes:

N

CO.O =) B,0)C(®). (13)

n=1
Substituindo a solucéo (13) na equacao (11) e aplicando o operador integral
fol( Oy, (y)dy em ambos lados da equagéo, notando que ¢ (y) = —Bzy_(¥), ob-

temos:
N 1 N 1
R, G [ 0022y + 17 2, 60 || a0y +
+ B3 Z ) [ 4,000 + e 2 ) [ 4,000, 02ay =0 (14)
Com iISSO, reescrevemos a equagao (14) na forma matricial:
B-Y'(t)+E-Y(t)=0. (15)

Definindo: Y(t) = {C,(©)}; B = {b,m}, onde b,,=R f01 v (Vdy; E=

{enm), onde, emn = Pe [Jw,w, (Ddy + (L'22 + B2) [} w,()w,,(¥)dy, ou ainda,

sendo F = —B~1- E, reescreve-se a equacdo (15) da forma:

Y'(t)+ F-Y(t) =0. (16)
Em relacdo a condigao inicial, temos que:

C*(y,0) = Co — Cr (). (17)
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Aplicando-se a expanséo (9) e o operador integral fol( )y, (y)dy na condi-
cao inicial (17), obtemos:

N 1
> [ 000,y = | €00 v, 0, (18)
n=1 0 0

escrevendo (18) na forma matricial: Y(0) = R-A"1-H, onde H = f01(60 -
Cr(¥))¥,,(y)dy e desta forma a condigdo inicial esta bem definida.

A EDO matricial (16) é resolvida pela transformada de Laplace. Assumindo
que a matriz F seja diagonalizavel, temos que F = XD - X!, onde D é a matriz
diagonal cujos elementos sdo os autovalores de F, X € a matriz cujas colunas cons-
tituem os autovetores linearmente independentes de F e X~ é sua inversa. Logo a
solucdo da equacéo (16) é dada por:

Y(t)= X-L7Y(s-1+D) s>t} X"1-Y(0). (19)
Utilizando as propriedades da transforma inversa de Laplace, obtemos:
e_dOt ves 0
L7Y(s-T+D)Ls—ot}= ( : : ) = G(t). (20)
0 oee e_dNt

Portanto, com a matriz G(t) definida em (20), conclui-se que a solugéo da
EDO matricial (16) é:Y(t) = X-G(t)-X~1-Y(0). Logo, a solucdo do modelo bidi-
mensional da dispersao de poluentes em meios porosos é dada por:

C*(x,y,t) = i Jolsvn(y) ZN:wn(y)fn(t) dy, (21)

onde ¢,(v), ¥,(y) e C,(t) sdo fungdes conhecidas, respectivamente pelas equa-
¢cOes (8), (12) e (13).

3. CONCLUSOES

No presente trabalho, foi encontrada a solug¢do analitica para o problema
bidimensional de dispersao de poluentes em aterros sanitarios pelo método GILTT.
Como préximos passos, pretendemos realizar simulacdes computacionais e com-
parar os resultados obtidos pelo modelo com os dados disponiveis na literatura.
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