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1. INTRODUCAO

Dentre as inUmeras ferramentas matematicas para aproximacao de solucoes,
tem-se a teoria das perturbacgdes, onde segundo (NAYFEH, 1993), € a mais impor-
tante entre as técnicas analiticas. Os métodos de perturbacao tém como finalidade
decompor o problema original em uma sequéncia recorrente de problemas mais
simples envolvendo um parametro pequeno 0 < ¢ < 1, afim de encontrar uma so-
lucdo aproximada do problema. Com estes problemas mais simples, constréi-se
uma solucéo assintética formal do problema (SAF). Dentre os problemas de pertur-
bacéo, estes se dividem em dois tipos: perturbagao regular e perturbacao singular.
A caracteristica que diferencia estes tipos de problema de perturbacédo € que para
problemas de perturbacédo singular, a natureza do problema se modifica a medida
gue o parametro pequeno ¢ diminui, enquanto que para problemas de perturbacao
regular, a natureza do problema se mantém. Neste presente trabalho sera ilustrado
um problema de perturbacéo singular, onde emprega-se o método das expansfes
emparelhadas, afim de encontrar uma boa aproximacdo da solucdo do problema
original. Como referencial tedrico utiliza-se também (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989) e (LAGERSTROM ,1988).

2. METODOLOGIA

Para cada 0 < € « 1, procura-se uma solucdo assintotica da solugdo exata
u(t, &) = ué(t) € €0, +0), do problema de perturbacéo singular adimensional

dut . ; i
Sdt +u® = et t € R}. (D
u¢(0) = 0, (2)
dada por
et _ e—t/s
€ = —m—
us(t) = ——— 3)

Note que fazendo ¢ — 0%, obtemos da equacéo diferencial em (1) a seguinte
equacao funcional algébrica
u°(t) = et, (4)
a qual nao satisfaz a condicéo de inicial em (2). O que mostra que a natureza do
problema néo se mantém quando e — 0.
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Se procurarmos a SAF do problema (1)-(2) de acordo com o procedimento pa-
drao para perturbacao regular da forma

(0]

w(R) = ) eFu (o), ©
k=0
e tomando o truncamento de ordem 0(¢), ou seja u®(t) = uy(t) , obtemos (4).

Note que quando ¢ — 0%, (4) € um boa aproximacédo da solucdo exata em (3)
para t suficientemente grande, mas ruim na vizinhanga de t = 0. Assim, tem-se que
(4) é chamada de expanséo exterior.

O método das expansdes emparelhadas propde o emparelhamento com outra
expansao, chamada expansao interior, que seja boa na vizinhanca de t = 0 . Para
isso, considera-se uma transformacédo que estica a variavel t na vizinhanca do
zero. Assim, considera-se uma nova variavel independente

T = é . (6)

Com essa mudanca de escala, introduz-se a nova incognita v¢(t) = u®(er). As-

sim, utilizando que

du® 1dv°®
dt edt’
o problema em (1)-(2) transforma-se no seguinte problema de perturbacéo regular
dv®
It + v¢ = e, T€eER}. @)
vE(0) = 0. (8)

Procurando uma SAF de (6)-(7) na forma de (5), onde agora teremos funcdes
u, (1), obtemos tomando o truncamento de ordem O(¢) , ou seja v (1) = v,(7) e
fazendo ¢ — 0%, o seguinte problema

dv, .

E-FUO:]., T € RL 9

v,(0) =1, (10)
cuja solucéo é dada por

v(t) =1-¢e7F,
a qual , na variavel original é
t
vE(t) = v, (E) =1-—e"t/¢ (11)

Note que a expressdo em (11) satisfaz a condicdo em (2) na forma v§(0) =0
para todo . Assim, temos uma expansao interior da solugcéo exata dada em (11).

Com a expansao exterior que aproxima bem a solucéo exata para t suficiente-
mente grande, dada em (4) e a expansao interior que aproxima bem a solucao
exata na vizinhanca de t = 0, dada em (11), propfe-se uma expansao composta
ué(t) formada pela superposicado das expansdes exterior e interior, corrigida pelo
emparelhamento delas

. i wee)
A w(® = Iy O =1,
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ou seja
uE(©) = uo(8) +v§(©) = lim, uo(D) = uo(®) + v(0) = lim v§ ().

Assim, obtemos a expansdo composta

ué(t) = et —e7te, (12)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Note que a expansao em (12) cumpre a condigéo (2) e aproxima bem a solugéo
exata do problema (1)-(2) em todo o dominio para ¢ suficientemente pequeno,
como ilustrado na figura 1.
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Figura 1: Comparacao dos comportamentos da expanséao exterior u,(t), a expan-
sdo interior v§(t), a expansdo composta u(t) e a solucdo exata u® para valores
decrescentes de «.

Graficamente, pode-se observar que de fato a expresséo em (12) aproxima me-
lhor a solucdo exata do problema em todo dominio a medida que ¢ — 0*. Mas
pode-se mostrar que de fato isso ocorre, ja que

t _ e—t/s

: £ €& — 1 _,t —t/e| —
Sli)n3+|u (t) —ul(t)| gli,nol+ 1T . e +e 0.
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4. CONCLUSOES

Pode-se perceber que a utilizacdo da teoria de perturbacdes, em particular o
método das expansfGes emparelhadas, se mostrou eficaz para aproximar com boa
precisdo a solucdo do problema. Tal fato € relevante pois a expressao analitica
fechada da solucdo exata de muitos problemas nao estéd disponivel e, assim, o
meétodo das expansfes emparelhadas € uma abordagem alternativa capaz de for-
necer aproximacdes de boa qualidade para a solugao exata e que reproduzem seu
comportamento mesmo que assintéticamente.
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