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1. INTRODUÇÃO 

 
Ao trabalhar com equações diferenciais, a transformada de Laplace pode ser 

uma poderosa aliada. Através dela é possível modificar equações diferenciais par-
ciais em equações diferenciais ordinárias (EDOs) e EDOs em equações algébricas. 

Sua definição, para uma função 𝑓(𝑡), é dada por 𝐹(𝑠) =  ℒ{𝑓(𝑡)} = ׬  𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
, 

onde 𝑡 > 0 e 𝑠 é um número real ou complexo. A inversão desta operação é defi-

nida pela integral de Bromwich 𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
׬ 𝑒𝑠𝑡𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑦+𝑖∞

𝑦−𝑖∞
 e é, em geral, muito difícil 

de realizar diretamente (TONIDANDEL; DE ARAÚJO, 2012). Alternativamente, 
para calcular essa inversão, podemos contar os com métodos numéricos (ver Ta-
bela 1).   

 
Tabela 1. Alguns métodos numéricos de inversão da transformada de Laplace 

Método Fórmula 

Talbot 
Fixo 

𝑓(𝑡, 𝑀) =  
𝑟

𝑀
 {

1

2
𝐹(𝑟)𝑒𝑟𝑡 + ∑ 𝑅𝑒[𝑒𝑡𝑠(𝜃𝑘)𝐹(𝑠(𝜃𝑘))(1 + 𝑖𝜎(𝜃𝑘))]𝑀−1

𝑘=1 }  

(ABATE; VALKÓ, 2004) 

Dubner-
Abate 

𝑓(𝑡, 𝑇) =  
2𝑒𝑎𝑡

𝑇
ቂ

1

2
𝑅𝑒{𝐹(𝑎)} +  ∑ 𝑅𝑒{𝐹(𝛼)} cos(𝜃)𝑁𝑆𝑈𝑀

𝑘=1 ቃ  

(DUBNER; ABATE, 1968) 

Durbin 
𝑓(𝑡, 𝑇) =

𝑒𝑎𝑡

𝑇
ቂ−

1

2
𝑅𝑒{𝐹(𝑎)} + ∑ 𝑅𝑒{𝐹(𝛼)} cos(𝜃)𝑁𝑆𝑈𝑀

𝑘=0 − 𝐼𝑚{𝐹(𝛼)} sin(𝜃)ቃ                                                                                                            

(DURBIN, 1974) 

Gaver-
Stehfest 

𝑓(𝑡, 𝑁) =  
ln 2

𝑡
∑ 𝑉𝑖𝐹 ቀ

ln 2

𝑡
𝑖ቁ𝑁

𝑖=1   

(TOMASCHEWSKI, 2012) 

Euler 
𝑓(𝑡, 𝑚) = ∑ ቀ

𝑚
𝑗 ቁ 2−𝑚𝑚

𝑗=0 𝑠𝑛+𝑗(𝑡)  

(ABATE; WHITT, 1995) 

 
Em um trabalho anterior (LEMOS et al., 2021), apresentamos experimentos 

numéricos que mostraram que, dentre os métodos na Tabela 1, e para as funções-
teste estudadas, o método Talbot-Fixo produz os melhores resultados em precisão 
e também apresentou um bom desempenho em relação a tempo de execução. 
Ainda em LEMOS et al. (2021), aplicamos o método de Talbot Fixo na resolução 
de um problema de valores iniciais e de contorno (PVIC) que modela a distribuição 
de temperatura em uma barra homogênea em comparação com sua solução exata.  

O objetivo do presente trabalho é aferir a precisão dos outros métodos na 
Tabela 1 no mesmo problema de distribuição de temperatura na barra, assim como 
foi visto para o Talbot Fixo. 

 
 



 

 

2. METODOLOGIA 
 

Considere o seguinte PVIC que modela a difusão do calor em uma barra 
homogênea com difusividade térmica 𝑘2 e comprimento unitário, em que a tempe-
ratura 𝑢(𝑡, 𝑥)  é nula nas extremidades e está inicialmente distribuída senoidal-
mente:  

 

ቐ
𝑢𝑡 = 𝑘2𝑢𝑥𝑥 , 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 1) = 0, 𝑡 > 0,
𝑢(0, 𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝜋𝑥), 0 < 𝑥 < 1.

 

  
Através da aplicação da transformada de Laplace no PVIC e da resolução do 

PVC para a EDO resultante, é obtida a seguinte solução no espaço de Laplace: 
 

𝑈(𝑠, 𝑥) =
𝑠𝑒𝑛(𝜋𝑥)

𝑘2𝜋2 + 𝑠
, 

 
em que 𝑈(𝑠, 𝑥) =  ℒ{𝑢(𝑡, 𝑥)}. Logo, aplicando a transformada de Laplace inversa 

analiticamente a 𝑈(𝑠, 𝑥), obtém-se a solução 𝑢(𝑡, 𝑥) do PVIC dada por (FERREIRA, 
2019): 
  

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝜋𝑥)𝑒−𝑘2𝜋2𝑡. 
 
 Para analisar a precisão dos métodos numéricos, iremos inverter 𝑈(𝑠, 𝑥) 

com eles e comparar com o resultado obtido através de 𝑢(𝑡, 𝑥) utilizando do erro 
máximo absoluto entre eles. Os cálculos serão realizados através de códigos im-
plementados por mim no scilab 6.0.2 (BAUDIN, 2011) com um processador Intel(R) 
Core(TM) i5-10300H e com 8GB de memória RAM. 
 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Na Figura 1 apresentamos os gráficos para 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 e 0 < 𝑡 ≤ 10 da solução 
exata 𝑢(𝑡, 𝑥) (a), e suas aproximações obtidas das inversões numéricas de 𝑈(𝑠, 𝑥) 
pelos métodos de Talbot Fixo (b), Dubner-Abate (c), Durbin (d), Gaver-Stehfest (e) 
e Euler (f). Aqui já é possível notar que o método numérico Durbin foi o que mais 
se distanciou da função exata, enquanto os demais apresentaram gráficos 
semelhantes. 

Para uma melhor discussão dos resultados foi gerada uma tabela com o erro 
máximo absoluto para cada um dos métodos utilizados. Isso pode ser observado 
na Tabela 2. 

 
Tabela 2. Erro máximo absoluto dos algoritmos da Tabela 1 

Talbot Fixo Dubner-Abate Durbin Gaver-Stehfest Euler 

2,42E-04 1,00E-02 5,035E-01 3,8E-06 6,076E-09 

 
De acordo com a tabela 2, é possível percerber que os melhores 

desempenhos foram obtidos por Euler, Gaver-Stehfest e Talbot Fixo, 
respectivamente. Dubner-Abate e Durbin não tiveram uma boa precisão, tendo um 
erro máximo absoluto mais elevado que os demais métodos. 



 

 

 
Figura 1. Comparação entre a solução exata e suas aproximações pelos 

métodos numéricos de inversão da Tabela 1. 
 

4. CONCLUSÕES 
 

Diferentemente do nosso trabalho anterior (LEMOS et al., 2021), onde Talbot 
Fixo demonstrou melhor desempenho com todas as funções-teste, o mesmo não 
acontece aqui. Ao analisarmos a inversão com métodos numéricos para a equação 
de distribuição de temperatura em uma barra, podemos verificar que quem apre-
sentou os melhores resultados foi Euler, seguido por Gaver-Stehfest e Talbot Fixo. 
Interessante notar que mesmo o Talbot Fixo apresentando os melhores resultados 
com as funções testes no trabalho mencionado anteriormente, o método numérico 
de Euler já havia destacado lá e mostrado um ótimo desempenho. Com isso pode-
mos concluir que mesmo não tendo o melhor desempenho entre os métodos ana-
lisados, Talbot Fixo continua sendo um método numérico de inversão confiável, e 
que, dentre os métodos numéricos de inversão estudados, Euler é o mais preciso 
quando trabalhando com distribuição de temperatura em uma barra.  
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