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1. INTRODUCAO

No curso de Licenciatura em Matemética, as disciplinas obrigatérias de Geome-
tria sdo voltadas para o estudo da Geometria Euclidiana, plana e espacial, sendo as
Geometrias nao Euclidianas nao contempladas de forma obrigatéria na matriz curri-
cular do curso. Assim, a Iniciagdo Cientifica em Geometria proporciona um estudo
de assuntos ndo vistos no curso de Licenciatura em Matematica, particularmente em
uma das acoes, assuntos de Geometria Esférica.

Neste trabalho serdo apresentadas algumas distincées entre a Geometria Eucli-
diana e a Geometria Esférica, em particular, as retas e a distancia entre dois pontos
em ambas as Geometrias. O referido tema foi escolhido como objeto de estudo deste
trabalho em virtude da importancia da abordagem de tais conceitos, visto que, ndo
vivemos em uma Terra plana, como muito ainda é difundido atualmente, dessa forma,
esses assuntos servem de subsidio para a compreensao, por exemplo, da rota aérea
dos avides.

2. METODOLOGIA

A Iniciacdo Cientifica em Geometria, voltada para o estudo da Geometria Es-
férica, visa iniciar os alunos envolvidos a pesquisa na area da Matematica Pura,
especificamente estudar Geometria Esférica, introduzir conceitos matematicos mais
gerais, nao trabalhados no curso de graduacao e desenvolver o Raciocinio Logico-
Matematico. No momento o projeto encontra-se no estudo da derivada covariante na
esfera, assim, este trabalho visa abordar propriedades da Geometria Esférica estu-
dadas ao longo da Iniciagao Cientifica.

Foi realizada a revisao bibliografica sobre principios da Geometria Esférica, como
circulos maximos, menor distancia entre dois pontos na esfera (SILVA, 2015) e seu
sistema de coordenadas (ADAMES, 2005). Posteriormente, foi realizada a revisao
bibliografica sobre derivada covariante (SOTO, 2018) para a analise da derivada co-
variante ao considerarmos a superficie como sendo a esfera. Os estudos e discussdes
foram realizados de forma remota através de encontros semanais com as alunas e a
orientadora do projeto, utilizando a plataforma WEBConf da UFPel.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A Geometria Esférica é caracterizada por ser uma Geometria ndo Euclidiana, ou
seja, uma Geometria baseada em um sistema axiomatico diferente do encontrado na
Geometria Euclidiana. Dessa forma, as analises ndo passam a ocorrer mais no plano,
mas sim em uma esfera.
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Podemos tratar de retas em ambas Geometrias, no entanto, em versdes distin-
tas, visto que, na Geometria Euclidiana uma reta possui comprimento infinito, ja na
Geometria Esférica o correspondente a uma reta no plano é um circulo maximo, que
de acordo com SILVA (2015) pode ser assim definido:

Definicao: Seja S a superficie de uma esfera no espago. Um circulo maximo € um
circulo que € a intersecao de S com um plano através do seu centro.

Assim, as "retas" sobre a superficie esférica possuem comprimento finito, con-
forme ilustrado na Figura 1.

Figura 1: Circulos maximos na esfera

Fonte: SILVA, 2015

No que diz respeito ao sistema de coordenadas, de acordo com ADAMES (2015),
no sistema de coordenadas cartesianas, associamos a cada ponto P de R* uma tripla
(x,y,z), onde = € a projegao de P sobre o0 eixo X, y € a projecao de P sobre o eixoy e
z € a projecao de P sobre o eixo z, que chamamos de coordenadas de P. No sistema
de coordenadas esféricas, as coordenadas de um ponto P sdo dadas por p, 6 e 1,
conforme Figura 2, e possuem a seguinte relacdo com as coordenadas cartesianas:

Figura 2: Sistema de coordenadas
esféricas

z

xr=p-cosb-sen
y=p-senf-sen)
TR y Z=p-cos

Fonte: ADAMES, 2005

onde:

p € a distancia de P a origem.

6 é o angulo, medido em radianos, entre a projecao de OP sobre o plano xy e o
eixo X.

1 € 0 angulo, medido em radianos, entre OP e 0 eixo z.
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Ao pensarmos na distancia entre dois pontos, € comum nos reportarmos a ideia
de que a menor distancia entre tais pontos é um segmento de reta, o0 que é verdade
quando consideramos a Geometria Euclidiana, porém, quando consideramos a Ge-
ometria Esférica, a menor distancia entre dois pontos ndo é mais um segmento de
reta e sim um arco de circulo maximo, conforme definicao de SILVA (2015) e ilustrado
na Figura 1, se T e U sao pontos quaisquer de S, entdo o menor caminho na superficie
entre T'e U € um arco de um circulo maximo.

Em relacdo ao comprimento, estamos acostumados a medir o segmento de reta,
mas também podemos medir trechos de curvas utilizando célculo diferencial e integral.
Sobre a esfera calculamos da seguinte forma:

Seja y(x(t),y(t), 2(t)) = (p- cosb(t) - senip(t), p - senb(t) - senip(t), p - cosy(t)), uma
curva sobre a esfera e 0(t),¢(t) : [a,b] — R diferenciaveis.

Para calcularmos o comprimento "C" de ~ precisamos calcular:

[ \/(Ccli_t) ! (Cc%) y (%)zdt = [ V@O + R

Por exemplo, vamos considerar uma esfera de raio igual a 1, calculando o com-
primento do Equador, conforme indicado na Figura 3, temos:

Figura 3: Representacdo do Equador

P(t) =5 = ¢'(t) =0
0<0(t) <2m

' (t) =t = 0'(t) =1

Fonte: ESCOLA EDUCACAO

/ab Vsen? (1)) (0'()2 + (¢ ()2 dt = /0% mdt = /0% dt = t)>" =2

Dessa forma, podemos observar que o valor encontrado para o comprimento do
Equador coincide com o intervalo de 6(¢), ou seja, 2.

Outra caracteristica importante das retas no Euclidiano € que os seus vetores
tangentes possuem variacdo constante. Isto também pode ser observado sobre os
circulos maximos da esfera. Para percebermos isso precisamos identificar esta vari-
acao sobre a esfera desconsiderando o espaco onde ela esta mergulhada, utilizando
a derivada covariante, que segundo (SOTO, 2018) pode ser assim definida:
Definicdo: Seja S uma superficie em R?, seja o : | — S uma curva parametrizada
em S, e seja X um campo vetorial tangente a S ao longo de a de classe C*>*. A
derivada covariante de X € o campo vetorial X’ tangente a S ao longo de « definido
por:
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onde N é o campo de vetores normais a S e 0 X (t) é a derivada usual do R?.

A fim de exemplificar, consideremos uma esfera de raio igual a 1 e vamos cal-
cular a derivada covariante do Equador («), com campo igual a o’ e de acordo com a
parametrizagao vista anteriormente.

Temos que, ¥(t) = g e 0 < 6(t) < 2w, fazendo uma substituicdo de variavel

teremos 6(t) = t. Portanto,
X'(t) = X(t) = [X(1) - N(a(t))] N(a(t))

X'(t) = (—cos(t), —sen(t),0) — [(—cos(t), —sen(t),0) - (cos(t), sen(t),0)] (cos(t), sen(t),0)
X'(t) = (—cos(t), —sen(t),0) — (—cos(t), —sen(t),0)

X'(t) = (0,0,0)

Desta forma, temos que a derivada covariante do Equador, que é um circulo
maximo, é igual a zero.

Observacao: Os circulos maximos da esfera se comportam como as retas no Eucli-
diano. Curvas que satisfazem esse comportamento sdo chamadas de geodésicas.

4. CONCLUSOES

Comumente somos levados a pensar na Geometria Euclidiana, porém em varios
aspectos, por exemplo, ao analisarmos a rota aérea dos avides, € necessario con-
siderarmos uma outra Geometria, distinta da Euclidiana, visto que, a Terra nao é
plana. Dessa forma, percebemos a importancia do estudo de outras Geometria e
nao somente a Geometria Euclidiana, valorizando dessa forma o pensamento ge-
ométrico. Portanto, este trabalho possibilitou a comparagcéo entre as Geometrias, ou
seja, quando consideramos o plano e a esfera, ainda, este trabalho proporcionou o
estudo de conceitos da Geometria Esférica e suas representacbes geométricas, até
entdo desconhecidas por nés. A sequéncia deste trabalho sera dada pela continuacao
dos estudos da derivada covariante na esfera e suas consequéncias geométricas.
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