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1. INTRODUCAO

A transformada de Laplace (ver, por exemplo, SCHIFF, 1999) é um operador
matematico cuja principal finalidade é facilitar a aplicagcdo de métodos de resolugéo
de equacdes diferenciais. Em particular, a transformada de Laplace converte
equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) em equacdes algébricas e equacbes em
derivadas parciais (EDPs) em EDOs. Assim, muitas vezes ela € ferramenta
fundamental para aplicagdo em problemas que modelam uma situacao real
apresentada matematicamente através de equacdes diferenciais. Por exemplo,
COSTA et al. (2019) empregaram a transformada de Laplace em combinag&o com
homogeneizacéo assintética para acelerar obtencao de estimativas da distribuicdo
ao nivel do solo de poluentes dispersos na atmosfera.

Este trabalho resume o estudo introdutério da teoria da transformada de
Laplace e sua aplicacdo na resolucdo de equacOes diferenciais. Assim, na
Metodologia serdo apresentadas as principais definicbes e teoremas necessarios
para que se possa compreender de maneira geral o que é e até onde se estende
este estudo da Transformada de Laplace. Nos Resultados e Discussfes
apresentara a tabela de pares de funcdes e suas transformadas de Laplace, bem
como um exemplo pratico de aplicacdo. Nas conclusdes faremos as consideracées
finais assim como os desafios e aprendizado obtido.

2. METODOLOGIA

Seguindo SCHIFF (1999), a Transformada de Laplace F(s) = L(f(t)) de uma
funcéo f(t) é definida pela seguinte integral impropria de segunda espécie:
o] a

F(s)=L(f(v) = f e Stf(dt = Clli_r)rolofe‘“f(t)dt
sempre que o limite existir. ’ ’

O seguinte teorema torna possivel aplicar a transformada de Laplace em
funcdes continuas por partes.

Teorema 1.11. Se f é continua por partes em [0,) e de ordem exponencial «,
entdo a transformada de Laplace L(f(t)) existe para F(s) > «a, e converge
absolutamente.
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A propriedade da linearidade é Gtil em muitos casos que necessita calcular
a transformada de Laplace separando uma funcdo complicada por outra mais
simples através de uma soma ou diferenca de funcgdes.
Linearidade
Sefi€elparaF(s)>a, f, € LparaF(s)> p,entdo f; + f, € L para F(s) >
méaximo {«, 8}, e
L(cifi + c2f2) = aL(f1) + o L(f2)

para constantes arbitrarias c; e c,. O mesmo vale para diferenca.

E necessario também sdo so6 partir da funcéo original para a transformada
de Laplace como é de extrema necessidade fazer o caminho inverso, ou seja,
através da transformada de Laplace encontrar a funcdo que gerou aquela
transformada.

Defini¢do. Se L(f(t)) = F(s), entdo o inverso da transformada de Laplace
é denotado por
LY(F(s)) = f(t), t=0,

Que leva a Transformada de Laplace para a funcéo original.

Teorema 1.23. Fungdes continuas distintas em [0, o) tem transformada de Laplace
distintas.

Em muitas tentativas de solucionar uma transformada de Laplace assim
como sua inversa nos deparamos com uma funcao exponencial multiplicando uma
funcao ja conhecida. O primeiro e o segundo teorema do deslocamento ajudam a
simplificar o tipo de solucdo necessaria.

Teorema 1.27 (primeiro teorema do deslocamento)
Se F(s) = L(f(t)), para Re(s) > 0, entdo
F(s—a) = L(e*f(v)) (areal,e Re(s) > 0).

Teorema 1.31 (segundo teorema do deslocamento)
Se F(s) = L(f(t)), entdo
L(uaf(t—a)) = e BF(s) (a=0).

Decomposicéao de fracdes parciais
Em muitas aplicagbes da Transformada de Laplace é necessario encontrar
o inverso de uma determinada transformada para que possamos encontrar a
funcdo que originou aquele problema, porém isso nem sempre é feito de forma
imediata, sendo muitas vezes preciso decompor a F(s) em fracdes parciais.
P(s)
Q(s)

F(s) =

O seguinte teorema nos fornece 0S meios necessarios para encontrar
Transformadas de Laplace de derivadas de ordem n.
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Teorema 2.12. Suponha quef(t), f'(t), ..., f™ D(t) sdo continuas em (0, ) e de
ordem exponencial, enquanto f ™=V (t) é continua por partes em [0, ). Entdo

L(f®®) = s"L{F(©) = s"1£(0) = "2 ") — ..~ n-3(0%)

Com toda essa base ferramental podemos aplicar a transformada de Laplace
em problemas matematicos da vida real descritos em sua maioria por EDOs.

Procedimento Geral
O método de Transformada de Laplace para resolver EDOs pode ser
resumido pelos seguintes passos.

i) Aplique atransformada de Laplace na EDO com incognita y. Isso resulta
no que é chamado de equacédo transformada.

ii) Obtenha a solucdo L(y) = F(s) da equacao transformada, onde F(s) €
uma expressao algébrica de variavel s.

iii) Aplique a transformada de inversa para obter a solucdo y = L™1[F(s)].

As técnicas para determinar a transformada de Laplace séo respaldadas
pelas definicbes e teoremas que englobam convergéncia, funcdes periddicas,
funcdo continua por partes, funcdo Gamma. Somado a técnicas de decomposicao
de fragOes parciais, Teorema do Deslocamento, Derivada e Teoremas Integrais,
Convolucéo e Integracdo no Plano Complexo. Todas essas técnicas, exceto a
ltima, sdo usadas em conjunto com a tabela padréo de Transformada de Laplace.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
A Tabela 1 a seguir mostra as transformadas de Laplace de algumas das
funcdes mais utilizadas na matematica e possivelmente serdo utilizadas para
acelerar o processo de resolugdo de uma EDO, eliminando muitas vezes a
necessidade de calcular a integral da transformada em funcdes ja conhecidas.

Tabela 1. Pares de funcdes e suas transformadas de Laplace

fF@O | F)=LF®) | f@© |Fs)=L(f®)
1 ) a
1 ; sin at sz-l——az
t 1 t >
= cosa 71 a2
n! a
n ,
t s sinh at prR—)
1 S
et cosh at -
Ss—a Sse—a
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Aplicacéo pratica

Considere o problema de valor inicial

d?y
Jzty= 1, y(0)=y'(0) =0,

gue representa uma situacao da realidade, queremos descobrir qual a fungéo
gue da origem a este problema.

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equacéo,
Liy"+y)=L(1) & Ly") + L(y) = L(1)
Aplicando o teorema das derivadas e verificando as respectivas transformada
na tabela 1, obtemos

1
s’Ly) +L(y) = P L(y) = SGZED)

Decompondo ™ em fragcOes parciais encontramos,
1 1 S
—_— 4
s(s?+1) s s?2+1
Assim,
L(y) = ! +
V=T st 1

Aplicando a transformada inversa em ambos os lados da equacgédo conforme
Tabela 1, obtemos a solucéo do problema de valor inicial:
y=1-—cost

4. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos de forma bem resumida um estudo introdutério
da teoria da transformada de Laplace e sua aplicacéo na resolucéo de equacgdes
diferenciais. Pretendemos dar continuidade a esta pesquisa de iniciacao cientifica
com o estudo de métodos numéricos de inversédo da transformada de Laplace e
sua aplicacdo na resolucdo de equacdes diferenciais nos casos em que a
transformada inversa ndo esté tabelada.
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