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1. INTRODUÇÃO 

 
Os altos índices de poluição e a preocupação com o meio ambiente têm 

acarretado diversos debates na sociedade, em particular, à poluição dos corpos 
hídricos é um assunto que vem sendo bastante discutido ao longo dos anos. A 
contaminação de recursos hídricos por resíduos sólidos urbanos (RSU) ocorre 
quando são descartados no meio ambiente de forma incorreta, sem principais 
cuidados necessários, como em lixões a céu aberto ou aterros irregulares que 
podem causar sérios problemas ambientais e de saúde pública.  

As consequências negativas da poluição que atingem o solo e o lençol 
freático influenciam na necessidade de um estudo para que esses recursos sejam 
ao máximo preservados, nesse sentido, a modelagem matemática, apresenta-se 
como uma importante ferramenta para o estudo da poluição oriunda dos 
contaminantes acumulados em um aterro sanitário.  

O trabalho de ALBURQUERQUE (2018) apresenta um estudo sobre a 
propagação de contaminantes que estão presentes no solo, a partir do vazamento 
contínuo e uniforme de poluentes em uma célula de armazenamento de RSU num 
aterro sanitário. Neste trabalho foi utilizada a técnica da Generalized Integrated 
Transform Technique (GITT), para resolver o problema de transporte de 
contaminantes e o estudo visa obter parâmetros para serem utilizados na 
prevenção da contaminação do solo e do lençol freático sob um aterro sanitário. 

No presente trabalho será desenvolvida a solução de um modelo 
matemático para simulação da dispersão de poluentes em aterros sanitários, que 
contribui para o controle ambiental da contaminação do solo e do lençol freático. 
Para resolução do modelo unidimensional transiente de transporte de massa num 
meio poroso saturado, utilizou-se o método Generalized Integral Laplace 
Transform Technique (GILTT) com o objetivo de obter a solução da forma 
analítica do problema (SILVEIRA, et al., 2020). 

 
2. METODOLOGIA 

 
O modelo utilizado neste trabalho pode ser observado através da Figura 1, 

que apresenta um esquema simplificado de uma célula de armazenamento de 
RSU, onde ocorre o transporte da concentração de contaminantes através do 
meio poroso e então chegando no lençol freático.   
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Figura 1 – Corte da seção de um aterro sanitário. 

Fonte: Adaptado de CONDER, 2017.    

A seguinte equação, escrita forma adimensional, descreve o transporte de 
poluentes no meio poroso saturado, podendo ser encontrada no trabalho de 
ALBUQUERQUE (2018):  

𝑅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
=

𝜕2𝐶

𝜕𝑦2
− 𝑃𝑒

𝜕𝐶

𝜕𝑦
,                                                                                                                     ሺ1ሻ 

onde 𝑅 representa o fator de retardamento do solo, 𝐶 é a concentração do 

contaminante na fase líquida,  𝑡 equivale ao tempo, 𝑦 representa a direção 𝑌 e 𝑃𝑒 
é o Número de Péclet.  

A equação ሺ1ሻ está sujeita à condição de interface que corresponde ao 
vazamento contínuo e uniforme de chorume em uma célula de RSU. A condição 

inicial do problema é dada por 𝐶ሺ𝑦, 0ሻ = 𝐶0, onde 𝐶0 é a concentração inicial do 
contaminante na célula de armazenamento de RSU. Assim, as condições de 
contorno, na forma adimensional, são dadas por:  

𝐶ሺ0, 𝑡ሻ = 1,                
𝜕𝐶

𝜕𝑦
ሺ1, 𝑡ሻ + 𝐵𝑖𝐶ሺ1, 𝑡ሻ = 0,                                                                        ሺ2ሻ 

onde 𝐵𝑖 é o Número de Biot. 

Como a equação ሺ2ሻ possui uma condição de contorno não-homogênea na 

direção 𝑌, será aplicado o seguinte filtro matemático para que a GILTT possa ser 
utilizada adequadamente: 

𝐶ሺ𝑦, 𝑡ሻ = 𝐶∗ሺ𝑦, 𝑡ሻ + 𝐶𝐹ሺ𝑦ሻ,                                                                                                            ሺ3ሻ 

onde 𝐶∗ é a transformada inversa e 𝐶𝐹 é o filtro para o campo de concentração. 
Logo, substituindo a equação (3) na equação ሺ1ሻ, temos: 

𝑅
𝜕𝐶∗

𝜕𝑡
=

𝜕2𝐶∗

𝜕𝑦2
+

𝑑2𝐶𝐹

𝑑𝑦2
− 𝑃𝑒 ൬

𝜕𝐶∗

𝜕𝑦
+

𝑑𝐶𝐹

𝑑𝑦
൰.                                                                                ሺ4ሻ 

A partir da equação ሺ4ሻ, temos duas equações diferencias, uma ordinária 
(EDO) e outra parcial (EDP). Dessa forma, a EDO e as condições de contorno 
são dadas pelas seguintes equações:  



 

  
𝑑2𝐶𝐹

𝑑𝑦2
− 𝑃𝑒

𝑑𝐶𝐹

𝑑𝑦
= 0,                      𝐶𝐹ሺ0ሻ = 1,       

 𝑑𝐶𝐹ሺ1ሻ

𝑑𝑦
 + 𝐵𝑖𝐶𝐹ሺ1ሻ = 0.                      ሺ5ሻ 

A equação ሺ5ሻ possui uma solução geral já conhecida e após aplicar as 
condições de contorno obtemos: 

𝐶𝐹ሺ𝑦ሻ =
𝑒𝑃𝑒ሺ𝑃𝑒 + 𝐵𝑖ሻ − 𝐵𝑖𝑒𝑃𝑒𝑦

𝑒𝑃𝑒ሺ𝑃𝑒 + 𝐵𝑖ሻ − 𝐵𝑖
,                                                                                                ሺ6ሻ 

assim, a equação ሺ6ሻ é a solução para a EDO ሺ5ሻ. 

A EDP obtida da equação ሺ4ሻ, e as suas condições de contorno e condição 
inicial são:  

ە
۔

𝑅ۓ
𝜕𝐶∗

𝜕𝑡
=

𝜕2𝐶∗

𝜕𝑦2
− 𝑃𝑒

𝜕𝐶∗

𝜕𝑦
                                                                                                  

𝐶∗ሺ0, 𝑡ሻ = 0,           
𝜕𝐶∗

𝜕𝑡
ሺ1, 𝑡ሻ + 𝐵𝑖𝐶∗ሺ1, 𝑡ሻ = 0,           𝐶∗ሺ𝑦, 0ሻ = 𝐶0 − 𝐶𝐹ሺ𝑦ሻ.  

            ሺ7ሻ 

Para obter a solução 𝐶∗ሺ𝑦, 𝑡ሻ da equação descrita acima, utiliza-se o 
método GILTT. Para isso, primeiramente, é tomado o problema auxiliar de Sturm-
Liouville: 

𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+ 𝜆2𝜑 = 0,        𝜑ሺ0ሻ = 0      𝑒    

𝑑𝜑ሺ1ሻ

𝑑𝑦
+ 𝐵𝑖𝜑ሺ1ሻ = 0,                                                ሺ8ሻ 

sendo que a equação diferencial possui como solução as autofunções 𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ =
𝑠𝑒𝑛ሺ𝜆𝑛𝑦ሻ, onde os autovalores são obtidos da expressão  𝜆𝑛𝑐𝑡𝑔ሺ𝜆𝑛ሻ = −𝐵𝑖.  

A seguir, a solução da EDP ሺ7ሻ é expandida como uma série em torno das 
autofunções:  

𝐶∗ሺ𝑦, 𝑡ሻ = ෍ 𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ𝐶ҧ
𝑛ሺ𝑡ሻ

∞

𝑛=1 

,                                                                                                        ሺ9ሻ 

onde 𝐶ҧ
𝑛ሺ𝑡ሻ são termos a serem determinados. 

Substitui-se a expansão ሺ9ሻ na equação ሺ7ሻ e aplica-se o operador integral 

׬ ሺ . ሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦
1

0
 em ambos lados da equação, obtendo assim: 

𝑅 ෍ න 𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ
1

0

𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ

∞

𝑛=1 

𝜕𝐶ҧ
𝑛ሺ𝑡ሻ

𝜕𝑡
𝑑𝑦 =

= ෍ න 𝜑𝑛
′′ሺ𝑦ሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝐶ҧ

𝑛ሺ𝑡ሻ𝑑𝑦
1

0

∞

 𝑛=1

− 𝑃𝑒 ෍ න 𝜑𝑛
′ ሺ𝑦ሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝐶ҧ

𝑛ሺ𝑡ሻ𝑑𝑦.      ሺ10ሻ
1

0

∞

𝑛=1 

 

Definindo: 𝑌ሺ𝑡ሻ = ൣ𝐶𝑛ሺ𝑡ሻ൧;  𝐴 = ൛𝑎𝑚,𝑛ൟ, onde 𝑎𝑚,𝑛 = 𝑅 ׬  𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ 𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦
1

0
; 𝐵 =

൛𝑏𝑚,𝑛ൟ, onde, 𝑏𝑚,𝑛 =  −𝜆𝑛
2 ׬  𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ 𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦

1

0
− 𝑃𝑒 ׬ 𝜑𝑛

′ ሺ𝑦ሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦
1

0
, ou ainda, 

sendo 𝐹 = −𝐴−1 ∙ 𝐵, reescreve-se a equação ሺ10ሻ da forma: 

𝑌′ሺ𝑡ሻ + 𝐹 ∙ 𝑌ሺ𝑡ሻ = 0.                                                                                                                      ሺ11ሻ 

Em relação a condição inicial, temos que:  

𝐶∗ሺ𝑦, 0ሻ = 𝐶0 − 𝐶𝐹ሺ𝑦ሻ.                                                                                                                  ሺ12ሻ 



 

Aplicando-se a expansão (9) e o operador integral ׬ ሺ . ሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦
1

0
 na 

condição inicial (12), obtemos: 

෍ න 𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ
1

0

𝜑𝑛ሺ𝑦ሻ𝐶ҧ
𝑛ሺ0ሻ𝑑𝑦

∞

𝑛=1 

=  න ሺ𝐶0 − 𝐶𝐹ሺ𝑦ሻሻ
1

0

𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦,                                             ሺ13ሻ 

escrevendo ሺ13ሻ na forma matricial: 𝑌ሺ0ሻ =  𝑅 ∙ 𝐴−1 ∙ 𝐸,  onde 𝑒𝑚 = ׬ ሺ𝐶0 −
1

0

𝐶𝐹ሺ𝑦ሻሻ𝜑𝑚ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦 e desta forma a condição inicial está bem definida.  

A EDO matricial ሺ11ሻ é resolvida pela transformada de Laplace. Assumindo 

que a matriz 𝐹 seja diagonalizável, temos que 𝐹 = 𝑋 ∙ 𝐷 ∙ 𝑋−1, onde 𝐷 é a matriz 

diagonal cujos elementos são os autovalores de 𝐹, 𝑋 é a matriz cujas colunas 

constituem os autovetores linearmente independentes de 𝐹 e 𝑋−1 é sua inversa. 
Logo a solução da equação ሺ11ሻ é dada por: 

𝑌ሺ𝑡ሻ =  𝑋 ∙ ℒ−1ሼሺ𝑠 ∙ 𝐼 + 𝐷ሻ−1, 𝑠 → 𝑡 ሽ ∙  𝑋−1 ∙  𝑌ሺ0ሻ.                                                             ሺ14ሻ 

 Utilizando as propriedades da transforma inversa de Laplace, obtemos: 

ℒ−1ሼሺ𝑠 ∙ 𝐼 + 𝐷ሻ−1, 𝑠 → 𝑡ሽ = ൭
𝑒−𝑑0𝑡 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑒−𝑑𝑁𝑡

൱ = 𝐺ሺ𝑡ሻ.                                                ሺ15ሻ 

Portanto, com a matriz 𝐺ሺ𝑡ሻ definida em ሺ15ሻ, conclui-se que a solução da 

EDO matricial ሺ11ሻ é: 𝑌ሺ𝑡ሻ =  𝑋 ∙ 𝐺ሺ𝑡ሻ ∙ 𝑋−1 ∙ 𝑌ሺ0ሻ. Logo, a solução do modelo 
unidimensional da dispersão de poluentes em meios porosos, está bem definida, 

uma vez que 𝐶∗ሺ𝑦, 𝑡ሻ e 𝐶𝐹ሺ𝑦ሻ são funções conhecidas (equações (9) e (6), 
respectivamente). 

 
3. CONCLUSÕES 

 

No presente trabalho, foi exibida a solução de um modelo matemático que 
rege problemas de transporte de poluente num meio poroso saturado em aterros 
sanitários. Para continuação do estudo, pretendemos realizar a implementação 
computacional da solução encontrada e comparar os dados obtidos com os 
disponíveis na literatura.  
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