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1. INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos uma metodologia para a resolugdo de um
problema de valores iniciais e de contorno (PVIC) para uma equac¢ao de onda nao
homogénea com coeficiente rapidamente oscilante. Estudar esses tipos de
problemas € relevante para possiveis aplicacbes em controle de vibracdes
mecanicas, colheita de energia, propagacdo de ondas eletromagnéticas entre
outros. A metodologia consiste da combinacdo do método de homogeneizacdo
assintética (MHA - BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) e a transformada de
Laplace. O MHA baseia-se no desenvolvimento assintético em duas escalas da
solugéo do problema. Tal desenvolvimento assintotico € uma série de poténcias
do parametro pequeno € que caracteriza a separacdo das duas escalas e o
comportamento rapidamente oscilante na equacédo, e cujos coeficientes séo
funcdes incognitas que dependem das duas escalas. Assim, o problema é
desacoplado em uma sequéncia recorrente de problemas para obter cada uma
das funcbes incognitas que formam os coeficientes da série assintotica da
solucdo procurada. Na pratica € usual considerar somente os dois primeiros
termos da série assintética, obtendo-se o problema homogeneizado para o
primeiro termo e o problema local para o segundo, respectivamente. Neste
trabalho o problema homogeneizado € resolvido aplicando a transformada de
Laplace, cuja inversao é feita numericamente pelo método de Talbot fixo (ABATE;
VALKO, 2004).

2. METODOLOGIA

A metodologia consiste em aplicar o MHA no seguinte PVIC para uma
equacdo de onda ndo homogénea com termo fonte f(x,t) e coeficiente E(g)
positivo, limitado, diferenciavel e e-periédico:

( o%u€ 9 (E (z) au6> = Fr,6),x € (01), £>0. (2.1)

at>  ox dx
du¢
kuE(O, t) = u¢(1,t) =0,t >0, u¢(x,0) = ™ (x,0) =0, x € (0,1).

Procura-se uma aproximacdo da solucdo u¢ do PVIC (2.1), como uma
solucéo assintética formal u® da forma

X
u@(x, t,€) = uy (x,y,t) + eu(x,y,t) + €2(x, v, t), =—, 2.2
0 y 1Y y y c

Sendo u;,i = 0,1,2, fungdes 1-periédicas em y. Substituindo (2.2) em (2.1), temos

0*u® 9 <E (f) ou®

3 ox Ep ) —flt) = 0(e), (23)
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Em que 0(e) representa o erro ao tomar u®? como aproximacao da solucéo u€ do
PVIC (2.1). Com efeito, expandindo u® em (2.3), temos

du, du;  ,0u, auo 6u1 L 0u,
(at ‘ot € 6t> 6x< (Y)( “ox T € o )) flxt) =0(e) (24)

Para expandir (2.4), se aplica a regra da cadeia ;—x = a%"'i% no segundo

termo, poisy = f Logo, agrupando em poténcias de € a expansao de (2.4) temos

€ 2Ly ug + € (Lyyuo + Lyxto + Lyyuy)

0*u
+EO ( atzo — (Lxxuo + nyul + Lyxul + Lyyuz) — f(x, t)) = 0(6), (25)

Em que Lgs = (E(y) ) a,B €{x,y}, e 0(¢e) relne todos os termos que

tendem a zero quando e > 0",

Note que o lado direito de (2.5) tende a zero quando € —» 0*, enquanto o lado
esquerdo ndo. Portanto, para a igualdade em (2.5) ser satisfeita, os termos do
lado esquerdo precisam ser nulos. Especificamente, para que (2.5) seja cumprida,
€ necessario encontrar uy, u,, u, l-periodicas em y tais que os coeficientes das
poténcias de eno lado esquerdo de (2.5) sejam nulos. Assim, obtém-se a
recorréncia de equacgdes

LyyuO = 0,
Lyyuy = —Lyyug — Lyxuy,
0%u,

Lyyu, = ez (Lxxuo + Lyyuq + Lyxul) — f(x,t),
gue sao completadas com as condi¢cbes adequadas que resultam de substituir a
assintética u(® nas condicbes iniciais e de contorno do problema original. Note
que as equacdes na recorréncia sao da forma LN = Fem que L = Ly, e N = u.
Garante-se a existéncia e a unicidade das funcdes u;, solucbes 1-periédicas em y
mediante o seguinte lema.

Lema: Sejam F(y) e E(y) > 0 fungbes diferenciaveis e 1-periodicas. Uma
condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucédo 1-periédica N
da equacdoLN =F é que (F(y))EfolF(y)dyz 0, onde (.) denota a média
integral. Ainda mais, tal solucdo 1-periddica € Unica salvo uma constante aditiva,
ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N é uma solucio 1-periédica de LN = F tal que
N(0) = 0 e C é uma constante arbitraria (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Assim, de aplicar o lema na recorréncia de problemas para uy, u,, u, se
obtém, respectivamente, que uy(x,y,t) = ug(x,t) (v, ndo depende de y), que

u(x,y,t) =N, (y)a% em que N;(y) é a solugéo do problema local

dN1> dE

SO mO=o
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E que u, é a solugédo do problema homogeneizado

(0%uy . 0%u,
— = € (0,1 .
I atz axz f(xl t); X (OJ )J t> 0
4 uy(0,t) = uy(1,t) =0, t>0, (2.6)
| ou
kuo(x, 0) = O'W(X' 0)=0 x€(0,1)

em que £ = (E~1(y))~! é o chamado coeficiente efetivo.

Pode-se provar que |[u¢ — uy|| = 0(¢€), ou seja, que a solugéo do problema
homogeneizado (2.6) € uma boa aproximacao da solucdo do problema original
(2.1) para e —» 0*(LIMA, 2016).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicando a Transformada de Laplace na equacdo da onda homogeneizada
(2.6) e considerando f(x,t) =e~t, com coeficiente E (f) =1+ icos (2%) de

. S 15 .. < C o~ e e ~
maneira que E = g e sujeita as condicdes de contorno e iniciais homogéneas

com L{uy(x,t)} = U(x,s) sendo s a variavel de Laplace, resolvendo e substituindo
em (2.6) obtemos a solucéo do problema homogeneizado:

s(x—1) X

S
senhﬁ + senh 7 — senh\/E

U(x,s) =

> < (3.1)
s“(s + 1)seth—E

Finalmente, a solucéo do problema homogeneizado (2.6) com f(x,t) = e~ f e

E= ‘%_5 € obtida através da aplicacédo da Transformada inversa de Laplace a (3.1).

Neste caso, a complexidade de (3.1) impede a aplicacéo direta da Transformada
inversa de Laplace. Assim, € necessaria a abordagem alternativa da inversao
numérica. Neste trabalho, € utilizado o algoritmo de inversdo de Talbot Fixo

definido por
. M-1
uy(x, t) = %{E U(x,r)e™ + ; Re[ets(ek)U(x,s(Hk))(l + ia(@k))] 3.2)

em que 0s parametros sdo r = Ii—Mt s(@) =r0(cotd +1i), —mn<O<m, i =+V-1,
1

0 = %,0(9) =0 + (Acotd — 1)cot6(ABATE; VALKO, 2004).
A Figura 1, obtida com N,=9,eM =25 para 0<t<211, M =60
para2.11 <t < 6,M =100 para t > 6, apresenta: (a) a solucdo do problema

homogeneizado (2.12) com f(x,t) = e te E = \%_5 obtida de aplicar (3.2) a (3.1),
(b) os perfis das temporais da solu¢cdo do problema homogeneizado em (a) para
x € {0.3,0.4,0.5}, e (c) os perfis espaciais da solugdo do problema homogeneizado

em (a) parat € {1,1.5,2}.
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Figura 1. (a) Solucéo u, do problema homogeneizado (2.6) com f(x,t) = e ‘e

E = ? obtida de aplicar (3.2) a (3.1), (b) os perfis temporais da solu¢éo u, do

problema homogeneizado, (c) os perfis espaciais da solu¢cdo u, do problema
homogeneizado.

4, CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada a aplicacdo do MHA a um PVIC para uma
equacdo de onda ndo homogénea com coeficiente rapidamente oscilante. O problema
homogeneizado resultante foi resolvido aplicando o método Talbot fixo de
inversdo numeérica da transformada de Laplace a solucdo do PVC obtido de
aplicar a transformada de Laplace ao problema homogeneizado.
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