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1. INTRODUCAO

Uma métrica num conjunto ndo vazio M (LIMA, 1983) é uma funcéo
d:MxM — R que associa cada par ordenado de elementos x,y € M a um
namero real d(x,y), chamada distancia de x a y, de modo que Vx,y € M
obedeca as seguintes condi¢des:

@ d(x,y)=0 e d(x,y) =0 se,esOse, x=y (positividade)
(b) d(x,y) = d(y,x) (simetria)
(€)d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular)

Um espagco métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d uma
métrica. Podemos denotar um espago métrico (M,d) apenas por M, deixando
subtendida a métrica usada. Seja E um espaco vetorial real. Uma norma em E é

uma funcéo || .||: E = R que associa cada vetor a um numero real ||x||, chamado
norma de x de modo a obedecer as seguintes condi¢des: para quaisquer x,y € E
e 1 escalar:

N1) [|x]| = 0ellx|]|=0=x=0
N2) [[Ax|l = [A[l|xl
N3) llx + yll < llxll + Iyl

Todo espaco vetorial normado torna-se um espaco métrico por meio da
métrica d(x,y) = ||x — y|| induzida pela norma.

O matemético polonés Stefan Banach foi quem iniciou um estudo
abrangente de espacos normados em sua dissertacao de 1922.

Outra definicdo importante para o presente trabalho sdo os espagos das
sequéncias p — somaveis, denotados por [, onde 1 < p < o, ou seja, 0 conjunto
de todas as sequéncias x = (x;) = (xq, X, X3, ...) tais que Y72, |x;|P < oo.

Nosso objetivo nesta pesquisa foi mostrar que a Aplicagao ||.||:1, — [0,) dada
por
1
d P
el = { D beal?
n=1

define uma norma em [,,.
2. METODOLOGIA

O presente trabalho foi realizado através de pesquisa biblliografica em
artigos e livros e mediante reunides com o orientador a fim de construir um
embasamento tedrico para os estudos sobre os espagos métricos, os espacgos [,
e uma introducdo a Analise Funcional. Para podermos provar que a aplicacao
definida em [, € uma norma, foi preciso deduzir uma importante desigualdade,
conhecida como Desigualdade de Minkowski (FABIAN et al, 2001).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
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Definicdo 1: Seja p > 1 um numero real. Definimos o numero real q de
forma que
1 1
—+=-=1
. p q -
Dessa forma, dizemos que p e q sdo expoentes conjugados um do outro
Lema 1: Paratodo a,b > 0 e paratodo 0 < 1 < 1, vale a desigualdade
a*h* < da+ (1-2A)b
Demonstracdo. Observa-se que quando b =0 a desigualdade vale

trivialmente. Para b # 0, a desigualdade pode ser dividida por b, resultando em
2

(%) sa(%)+(1—z)

A razao % > 0 pode ser escrita como t e assim definindo f[0, +o) - R como
f(t)=tt— At

A partir disso, os pontos criticos dessa funcdo serdo examinados. Como
f'(t) = A(t*~* — 1), logo a fungdo tem seu ponto critico quando t = 1. Analisando
a derivada, temos que f'(t) é positiva em [0,1) e logo f(t) é crescente neste
intervalo e que f'(t) é negativa em (1,+), 0 que resulta que a funcdo é
decrescente neste intervalo. A partir destes resultados conclui-se que t =1 € um
maximo de f(t).

Parat =1, temos que f(1) =1 — A e como este € maximo da fungéo, logo

2
f(t) <1—A. Portanto, t* — At <1 — A e disso conclui-se que (%) <A (%) + (1 -
1), 0 que equivale a a?b*™* < da + (1 — A)b

Lema 2 (Desigualdade de Hélder): Dados x = (x;) e y = (¥;), elementos
quaisquer de [, e g 0 expoente conjugado de p entao:

co

>yl < <Z |xl|p) (Z w)

i=1
Demonstracdo. A notagao sera simplificada utilizando

1
* P > q
Il = { Y 1l | e liyllg ={ ) Iyl
i=1

i=1
Dessa forma, definimos 0s nimeros

p q
X; i 1
:<| l|) | b:<|yl|> .
Il Iy llq p
A partir disso, utilizamos a desigualdade do Lema acima e obtemos
[(Mlyr Kbﬂ)lq 1P 1 |yl
+o—,
Il lyllq plixll,” " pllyllg
|x; - yil 1 P 1yl
lxllp - lyllg ~ pllxll,”  pllyllg?

Como a desigualdade € valida para todo indice i, logo pode ser somado até
certo indice n e passando o limite n — oo:

Yieqlxi -yl <12?11|xi|p 12?i1|)’i|q
lxllp - lyllg — 2 lxllL,” 2 llyll,?

|

ou seja,

Portanto:
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Ll 1yl 11
:E:l X"y i + = q =—+-=1
||x||p ¥l £ =Piel,” Il P g
Logo,
Zm il < lixlly - 1ylq

Lema 3(DeS|guaIdade de Minkowski): Dados p € [1,+®)ex = (x;),y =
(i) € L, vale a desigualdade

1 1 1
i p d P d p

(2 |xi+yl-|p) s(lem’) +(Z|yl—|p>
i=1 i=1 i=1

Demonstragéo:
Sendo p e g expoentes conjugados um do outro, para todo i € N vale
1 + yil? = o + yil -l + P70 < (ol + yD e + y P71
= x|+ 1 + yi P+ Lyl - xg + oyl P
Somando dei=1até n0 fixado, obtém-se:

zlxl+yllp<Zle lx; + v; 1P~ 1+zlyl lx; + y; P71

Para m > n, € valido que

Z|xl+yl|p<2|xl i +ilP 1+z|yl i + 317

i=1 i=1 i=1
Passando o limite m — oo:

Z|xl+yl|p<2|xl i +ilP 1+z|yl i + 3P

Ut|||zando a deS|guaIdade de Holder para 0s somatorios a direita da
desigualdade:

1 1
leil g+l < Z|xi|p ' lei +y;| P4
i=1 i=1 i=1
1

1
ZD’H g+ yilPT < Z|3’i|p ' lei + y;| P~ V4
i=1 i=1 i=1

Considerando estas duas desigualdades temos:

1
Yt < ([ Dbl ) (Yl ) |- D+ e
i=1 i=1 i=1 i=1

Como (p — 1)q = p, logo podemos escrever como
1

(i i + yiv’)l_a < (Zw) (Zw)

i=1 i=1
E como p e g s&o expoentes conjugados, concluimos que
1 1 1

X2 Ix +yiIP)P < (BZalxlP)P + (EiZalyilP)P.

O proximo resultado encerra o objetivo de nosso estudo.
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Proposicéo 1: [, € um espa¢o normado com norma

1
> P
Ixll, = (leup)
i=1

Demonstracéo: Para isso, precisamos analisar as condicfes N1 a N3 da
definicdo de norma.
N1)

1
lxll, = Q% P)» 2 0 e

1
> P
Ielly = (Y ll? | =0 P =00 x =0vieN s x=0
i=1

N2)

1

1 1 1
axll, = (Zuxm’) - (ZWW) = (MPZW) - A(Zuxlwv)
i=1 i=1 i=1 i=1

= [Allxl,
N3) Para a terceira condicdo serd utilizada a desigualdade de Minkowski:
1 1 1

- P > p > p
e+ ¥l = (Z i + ym’) < (lem’) + <2|yi|p) = llxll, + Iyl
i=1

i=1 i=1
4. CONCLUSOES

A partir destes estudos foram encontrados alguns resultados interessantes.
Primeiramente a definicdo de uma norma para o espago [,, e consequentemente
de uma métrica induzida por esta norma, retrata o uso destes conceitos para um
espaco de sequéncias, o0 que implica na utilizacdo de um conceito de distancia
entre duas sequéncias. Salientamos que este estudo € inicial, ou seja, 0 proximo
passo sera estudar os Espacos de Banach, que sdo espacos vetoriais normados
e completos com a métrica induzida pela norma (dai a importancia de se estudar
métrica também), e com isso mostrar que os espacos [, sdo de Banach.
Salientamos que a teoria dos espacos de Banach surgiu na década de 20, com o0s
trabalhos de Analise Funcional de S. Banach.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
BIEZUNER, R. J. Analise Funcional. 2009. 123p. Notas de aula

FABIAN, M; et al. Functional Analysis and Infinite - Dimensional Geometry.
New York — Berlin — Heidelberg: Srpinger-Verlag, 2001.

LIMA, E.L. Espacos Métricos. Local de Edigcdo: Instituto de Matemética Pura e
Aplicada, 1983.

NASCIMENTO, C. A. Estudo sobre espagos de Banach e de Hilbert com
aplicacdes em Equacdes Diferenciais, Integrais e Teoria da Aproximacao. 2018.
Dissertacdo(mestrado) — Mestrado profissional em Matematica, Universidade
Estadual Paulista.



