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1. INTRODUCAO

No curso de Licenciatura em Matematica ndo existe uma disciplina totalmente
voltada para a Geometria Esférica. A Iniciacao Cientifica em Geometria tem como
principal proposta fazer um estudo introdutério de Geometrias ndo Euclidianas, mais
especificamente, em uma das agdes, abordar tépicos da Geometria Esférica.

Ao longo da historia, foi necesséaria uma representagéo plana da Terra, buscando
atender determinadas necessidades humanas, em decorréncia disso, os cartografos
se utilizaram de diferentes tipos de projecdes, cada uma com caracteristicas e finalida-
des diferentes. Uma dessas projecdes cartograficas recebe o nome de projecao plana
ou azimutal, na qual a projecao estereografica esta inserida.

Neste trabalho sera determinada a aplicacdo projecao estereogréfica, que visa
definir matematicamente o comportamento de pontos da esfera no plano e vice-versa,
ou seja, sabendo as coordenadas de um ponto na esfera, como obtemos as coordena-
das desse ponto projetado no plano e, posteriormente, sabendo as coordenadas do
ponto projetado, como obtemos as coordenadas desse ponto na esfera. A aplicacao
projecao estereografica foi escolhida como objeto de estudo deste trabalho em virtude
da importancia de sua utilizagdo na representagcao do globo terrestre, tridimensional,
para uma representagdo plana, sendo uma das formas utilizadas na construgéo de
mapas.

2. METODOLOGIA

A Iniciacao Cientifica em Geometria, voltada para o estudo da Geometria Esférica,
visa iniciar os alunos envolvidos a pesquisa na area da Matematica Pura, especifica-
mente na area de Geometria Esférica, introduzir conceitos matematicos mais gerais,
nao trabalhados no curso de graduacéao e desenvolver o Raciocinio Légico-Matematico.
No momento o projeto encontra-se no estudo do tépico de mapeamento de esferas,
assim, este trabalho foi desenvolvido com estudos de algumas propriedades da proje-
cao estereografica, para isso, utilizamos o video Dimensions Chapter 9 (LEYS; GHYS;
ALVAREZ, 2009).

Foi realizada a revisao bibliografica sobre a projecédo estereogréfica (SILVA, 2011)
e (LEIVAS; CAMACHO, 2015), mais especificamente, sua analise matematica. Os
estudos e discussoes foram realizados de forma remota através de encontros semanais
com as alunas e a orientadora do projeto, utilizando a plataforma WEBConf da UFPel.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
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A projecao estereografica consiste em projetar a superficie de uma esfera em
um plano, chamado plano de projecao. Para isso, escolhemos um ponto para a
origem da projecédo e um plano que deve ser perpendicular ao eixo definido pelo ponto
de projecdo. Assim, a superficie da esfera pode ser representada nesse plano, com
excecao do ponto de projecdao que tem como correspondéncia um ponto no infinito.
Uma caracteristica da projecao estereografica € que as medidas dos angulos séao
conservadas, diferentemente das areas que nao sao preservadas.

Segundo LEIVAS; CAMACHO (2015) a projecao estereografica pode ser assim

definida:
Definigao: Consideremos a esfera unitaria S* = {z* + y*> + 22 = 1, z,y, 2 € R}, no espa-
co tridimensional, e dela retiraremos um ponto, N = (0,0, 1). Consideremos, também,
um plano horizontal X0Y, denotado por 5. Sobre a esfera, tomemos um ponto P#N
qualquer. A funcéao definida por:

p: S*—{N} =5
P — o(P)=P=NPnNB

€ chamada projecao estereografica com centro de projegao N.
Uma ilustragédo da projecao estereografica pode ser observada na Figura abaixo.

Figura: llustragédo da projecéo estereografica

Fonte: Autoras

Definida a projecao estereografica, podemos demonstrar a proposicao que € o
objeto de estudo deste trabalho, sendo assim:
Proposicdo: Considere uma esfera de raio 1 e de centro na origem do referencial
cartesiano de R3. Tome o ponto S(0,0,—1) para origem da projecdo e o plano z = 1
para plano da projecdo. Sejam P(a, b, ¢) as coordenadas de um ponto da esfera e
P’(A, B, 1) as coordenadas da projecao estereografica do ponto P no plano, entao:

2a 2b

4A 4B 4 — A% — B?
A2 4+ B2 447 A2+ B2 44" A2+ B2 4+ 4

(2) (a, b, c) = (

Demonstracgo:

No item (1) queremos encontrar as coordenadas do ponto P’ sabendo as coordena-
das do ponto P. Para isso, seja P(a, b, ¢c) um ponto da esfera unitaria de centro na
origem entdo, P satisfaz a condigdo: a? + v* + ¢* = 1. Seja S(0,0,—1) a origem da
projecao e o plano z = 1 o plano da projecao. Os pontos S e P determinam uma reta,
assim, a reta SP tem a seguinte equacéo vetorial:


Stamp


- XXIX CONGRESSO DE
C’D C I INICIACAQ CIENTIFICA

SP {(x,y,z) ER’: (x,y,2) = (0,0, -1) + pfa,b,c + 1), p € R}
Queremos encontrar o ponto P’ que resulta da interseccao da reta SP com o plano

z = 1, entdo P’ terd de coordenadas (A, B, 1) em R3. Determinando as equagoes
paramétricas da reta SP, obtemos as seguintes equacgdes

T = pua

(z,y,2) = (0,0,-1) + p(a,b,c+ 1) & ¢ y = pb
z=—1+plc+1)

Como P’ é um ponto que pertence a reta SP, pois € a interseccao da reta SP com
o plano z = 1, podemos substituir as coordenadas de P’ nas equacdes paramétricas
para obter as coordenadas de P’ em fungéo das coordenadas de P.

r (A: 2a
A= pna c+1
) 2b
PeSP< < B=ub &4 B=
c+1
1=—-14p(c+1) 9
\ \’u_c—|—1
2a 2b
Assim, P' = (A, B, 1) = —1
ssim, (A, B, 1) (c+1,c+1,>

Portanto, o primeiro item esta demonstrado.

No item (2), queremos determinar o ponto P(a,b,c) da esfera sabendo que a sua
projecao é o ponto P'(A,B,1). Os pontos S e P’ determinam uma reta, assim, seja a
reta SP’ com a seguinte equacao vetorial:

SP,{('T7 y? Z) e R3 : (:C7 y? Z) = (07 07 _1) + /“L(A7 B7 2)7/“L G IR}

A equagao simétrica de SP’ € a seguinte:

(x,y,2) = (0,0,-1) + u(A,B,2) &

( 4 _CIZ
x = puA H=7
Y x Y z+1
Ty YT “Y" B A- B 2
z=—-142pu z+1
M:
\ \ 2

(a_b (b:%
A B
2a
g:c+1 o= c:z—l
A 2
9 9 9 9 aB\? 2a 2
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Através da resolucao deste sistema obtemos:

(b—O V b= 5
B A2+ B4 4
1 v 4— A*— pB?
C = — C= ——-
A2+ B2 +4

0 v 4A
a = aqagi = ——-
L A2+ B2+ 4

Logo:

A2 p2
P=(0,0,—1)ouP=(a,b,c)=< 44 15 -4 B)

A2+ B2+4" A2+ B2+4" A2+ B2+4
Portanto, o segundo item esta demonstrado.
c.q.d.

Assim, através da demonstracdo, observamos o comportamento de pontos da
esfera no plano e vice-versa, ou seja, conseguimos determinar como projetar pontos
de uma superficie esférica em um plano e de um plano na superficie esférica. Vale
ressaltar que os célculos dependem da escolha do ponto para a origem da projecéao
e do plano utilizado para a projecao, mas as propriedades continuam as mesmas, se
pegarmos um ponto na esfera conseguiremos determinar o ponto correspondente na
projecao, com excecgao do ponto de origem da projecao que direciona ao infinito.

4. CONCLUSOES

Este trabalho nos proporcionou explorar algumas propriedades da Geometria Esfé-
rica, até entdo desconhecidas por nés, especialmente propriedades que dizem respei-
to a projetar estereograficamente uma esfera sobre um plano, técnica muito utilizada
pelos cartografos na confecgdo de mapas, que encontraram assim, uma maneira de
estabelecer uma correspondéncia um a um entre pontos do globo terrestre e pontos
em um plano, ou seja, em um mapa. A continuagdo deste trabalho sera estudar
o fato da projecao estereografica ndo ser uma isometria, ou seja, ndo preservar as
distancias, mas sim ser uma aplicagdo conforme, isto é, preservar angulos.
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