6! SEMANA XXIX CONGRESSO DE
C
‘W INTEGRADA C’D C I INICIACAQ CIENTIFICA

SOL~U(;AO DO MODELO MATEMATICO}BIDIMENSIONAL PARA A
DISPERSAO DE POLUENTES EM CORPOS HIDRICOS PELO METODO GILTT

ANDRE RICKES?; JOSIANE KONRADT?; TAMIRES FONSECA DE ALMEIDAS;
GUILHERME JAHNECKE WEYMAR*; REGIS SPEROTTO DE QUADROS?;
DANIELA BUSKE®

1Universidade Federal de Pelotas — andre.rickes@hotmail.com
2Universidade Federal de Pelotas — josianekonradt@gmail.com
SUniversidade Federal de Pelotas — tamiresfonsecadealmeida@hotmail.com
4Universidade Federal de Pelotas — guilhermejahnecke@gmail.com
SUniversidade Federal de Pelotas — quadros99@gmail.com
SUniversidade Federal de Pelotas — danielabuske@gmail.com

1. INTRODUCAO

O aumento da urbanizacdo e do consumismo excessivo vem caracterizando
0s novos modelos sociais e econémicos, trazendo grandes consequéncias para o
meio ambiente, como por exemplo, o aumento da poluicdo dos corpos hidricos.
Esses eventos afetam negativamente a vida humana, tornando necesséaria a
tomada de medidas preventivas que asseguram a qualidade de vida dos
consumidores de tais recursos.

Para prevenir danos maiores causados por esses episodios, torna-se
necessario o estudo de métodos que preveem o comportamento da dispersao de
poluentes em meios hidricos, por meio da modelagem matematica. O presente
trabalho apresenta o modelo matematico bidimensional de adveccao-difuséo para
a dispersao de poluentes em rios, encontrado na literatura (OLIVEIRA, 2015),
assim como sua solugdo, encontrada com auxilio do método Generalized Integral
Laplace Transform Technique (GILTT).

Segundo BUSKE, et al. (2010), a ideia principal do método GILTT consiste
na expansdo da concentracdo do poluente em uma série em termos das
autofuncdes obtidas através de um problema auxiliar de Sturm-Liouville,
substituicdo da expanséo na equacédo a ser resolvida e obten¢cdo de uma equacéao
diferencial ordinaria na forma matricial, que, por sua vez, é resolvida pela
transformada de Laplace.

Como fundamentacao tedrica, foi utilizado o trabalho de BUSKE et al.
(2017), no qual o método GILTT foi aplicado com o propésito de encontrar a
solucdo dos modelos estacionarios bidimensional e tridimensional de advecgéao-
difusdo para a dispersdo de poluentes, considerando os termos de degradacao
quimica do poluente. Os autores apresentam simulagdes computacionais
ilustrando os calculos realizados, estabelecendo uma comparacdo com dados
encontrados na literatura para a validacdo da solucdo encontrada analiticamente,
concluindo que o método GILTT apresenta eficiéncia na modelagem de
problemas envolvendo a dispersdo de contaminantes em meios hidricos.

2. METODOLOGIA

Para a dispersao de poluentes em corpos hidricos, a equacdo que melhor
descreve os fendbmenos fisicos para este tipo de problema baseia-se no principio
da conservagdo de massa e na Lei de Fick. Utilizando as hipoteses descritas no
trabalho de MACHADO et al. (2018), o modelo bidimensional transiente para o
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transporte de uma espécie genérica de poluente que nédo sofre nenhuma reacéo
guimica e se conserva em meios aquaticos, é descrito pela equacéo:

oC(x,z,t) oC(x,z,t) 02C(x,z,t) 0%C(x,z,t)
ot U T Tkt

(1)

denominada equacgao de adveccgao-difuséo bidimensional, onde C = C(x,z,t) (em
mg/m3), representa a concentracdo média do poluente; t (em s), € o tempo apds
injecdo; x e z (em m), representam as coordenadas longitudinal e vertical da
posicéo, respectivamente; U (em m/s), representa a componente da velocidade
instantanea do escoamento na dire¢do x; D, e D, (em m?/s), representam os
coeficientes de disperséo nas diregbes x e z, respectivamente.

A equacao (1) esta sujeita a condi¢do inicial correspondente a um despejo
instantaneo de poluente por uma fonte pontual situada na superficie do rio:

Clx,zt=0) = %5(@5@ ~L), )

onde M (em mg), é a massa de poluente injetada; A (em m?), é a area da secéo
molhada; § € a funcéo delta de Dirac e L, (em m), € a profundidade do rio. Além
disso, para as condi¢des de contorno, foram utilizadas as seguintes expressoes:

ac ac
R = 0, C L B ,t = 0, = 0; 3
0x x=0 ( o ) 0z z=0,L, ( )

onde L, (em m) é o comprimento ficticio do rio, suficientemente grande (visto que
0 método GILTT néo se aplica para dominio infinito).

Para a solucdo do modelo descrito acima, utilizou-se o método GILTT.
Primeiramente, é tomado o problema auxiliar de Sturm-Liouville:

o1 (2) + Bii(2) =0, 0<z<Ly,
¢ (0) =0, pr(L,) =0, (4)

gue possui como solucéo as autofuncgdes:

__km

@i (z) = cos(Byz), Br = L’ k € Z. (5)

A seguir, a solucdo da equacédo diferencial parcial (1) é expandida como
uma série em termos das autofuncdes (5):

K Ko
€z, t) = fim D Celx,D0e(@) ~ ) Celx, i), (6)
k=0 k=0

onde C,(x,t) sdo termos a serem determinados e K, € o indice no qual a soma
(6) converge.

Substituindo a solucéo (6) na equacéo (1), aplicando o operador integral
fOLZ( )¢,(z)dz em ambos lados da equacao resultante e utilizando a condigdo de
ortogonalidade entre funcdes, obtém-se a equacao diferencial parcial:
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a[ck(x, )] + Ug[Ck(x, )] - [Ck(x )] + D,BEC(x,t) = 0. (7

JCaz

Para a resolucdo da EDP (7), utliza-se 0s mesmos passos acima,
construindo um novo problema de Sturm-Liouville, agora na variavel x, que possui
como solugéo as autofungoes:

Y, (x) = cos(4,x), An =7 ( + n) n € Z, (8)

e expandindo o termo C, (x,t) em uma série em termos dessas autofungoes:

Celx,0) = fim D Tul®) hn(@) = D Tal®) () ©

onde C,(t) sdo termos a serem determinados, e N, é o indice no qual a soma (9)
converge. Substitui-se a solucdo (9) na equacao (7) e aplica-se o operador

fOLx( ) Y, (x)dx, obtendo assim:

Z RO f P 0 U ()dx + Uic_n(w | P00 P (dx +

No L
+ D Z G0 f PnCO Pz + D52 ) Gi(®) | a0 n@)dx =0 (10)
n=0 0

Reescrevendo a equacao (10) na forma matricial:

BY ({®)+EY(t)=0 (11)
onde
Y(t) = {C_n(t)}' B = {bn,m}' onde bpm = fOLx P (x) P (X)dx,

E = {enm}, onde e, = U [, ' 0P (X)dx + (D A3 + D,52) [1* 1 ()P (x)dx.
Ou ainda, sendo F = B! E, reescreve-se a equacéo (11) da forma:
Y'(t)+FY(t) =0, (12)

Além disso, expandindo a condicdo inicial (2) nas séries (6) e (9), e
realizando as mesmas operac¢des acima, conclui-se que a equacgdo (12) possui
como condicéo inicial:

2M
LZLxA

sek=0

Y(0) = (13)

L Agok(LZ) sek # 0.

Para resolver a EDO matricial (12), aplica-se a transformada de Laplace, em
ambos os lados e utiliza-se suas propriedades. Neste problema, assume-se que a
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matriz F da equacdo (12) seja diagonalizavel, ou seja, F=XD X", onde D é a
matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de F, X é a matriz cujas
colunas constituem os autovetores linearmente independentes de F e X! é sua
inversa, e entdo a solucdo da equacao (12) sera:

Y)= XL YH(sI+D)Ls->t}Xx 1 v(0). (14)
Utilizando as propriedades da transformada inversa de Laplace, calcula-se:
L Y(sI1+ D) Ys >t} =exp(—Dt) :=G(1). (15)

Portanto, com a matriz G(t) definida em (15), conclui-se que a solugéo da
EDO matricial (12) é:

Y(t) = X G(t) X1 Y(0). (16)

Portanto, a solugdo do modelo bidimensional transiente da dispersédo de
poluentes em corpos hidricos, dado pelas equaces (1), (2) e (3) sera:

0 fim > Tal®) (x)‘, (17)
n=0

K
C(x,zt) = Iéim Z
k=0

que esta bem definida, com os termos C,(t) definidos na equacao (16).
3. CONCLUSOES

No presente trabalho, foi encontrada a solucéo analitica para o problema de
adveccao-difusdo bidimensional para a dispersdo de poluentes em corpos
hidricos pelo método GILTT. A principio, os resultados encontrados aparentam
ser condizentes com a realidade, contudo, planejamos futuramente realizar
simulacdes computacionais e comparar os dados simulados com os dados da
natureza encontrados na literatura.
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