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1. INTRODUCAO

O projeto de ensino Métodos matematicos avancados em Engenharia da
Universidade Feredal de Pelotas (UFpel), visa propiciar aos estudantes do Centro
de Engenharias (CEng) um panorama dos principais conceitos e técnicas de
resolucdo de equacdes diferenciais parciais aplicadas a problemas de Engenharia.
Alguns dos tépicos abordados sdo comuns aos estudados na disciplina de
Equacdes Diferenciais B (EDB), que é uma disciplina optativa sub-sequente a
disciplina de Equacdes diferenciais A (EDA), porém, dificilmente ofertada pelos
cursos de graduacao do CEng.

O projeto encontra-se na fase de implementacéo. O primeiro tépico escolhido
como tema de estudo foi a equagao do calor. Tal escolha tem como justificativa o
fato que a equacédo do calor € de grande importancia tedrica nas areas de fisica e
matematica. Além disso, possui diversas aplicac6es em problemas de Engenharia
(BOYCE e DIPRIMA, 2010; O'NEAL, 2011).

A derivacdo da equacédo da conducédo do calor é baseada nos conceitos de
calor e temperatura e na relacao entre os mesmos. Como desenvolvido por OZISIK
(1993), a energia cedida por particulas tais como atomos e moléculas, que fluem
das regifes mais quentes para as mais frias de um corpo é denominada calor. Ja a
temperatura € uma grandeza fisica escalar, definida pelo grau de agitacdo das
moléculas de um corpo, ou seja, quanto maior for a agitacdo, maior sera a
temperatura do corpo.

Se a temperatura é uma funcdo da posicdo e do tempo, entdo podemos
relacionar o gradiente de temperatura com o fluxo de calor. Com base em
observacdes e dados experimentais, Fourier estabeleceu uma relagédo basica entre
o fluxo de calor e o gradiente de temperatura:

q(r,t) = =K VT(r,t), )

onde q(r,t) € o fluxo de calor, T(r,t) € a temperatura e K a condutividade térmica
do material.

De forma geral, a equacao de calor € obtida a partir da equacéo do balanco
de variacdo de energia de um pequeno corpo de volume V. Considerando as
propriedades do corpo sendo estacionarias, homogéneas e isotropicas temos a
seguinte equacéao:

taxa de calor taxa de energia taxa de
entrando através | + gerada = |armazenagem de|, (2)
da superficie de V dentro de V caloremV
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Além disso, assumindo que a taxa de geracao de energia dentro do sistema
€ nula, isto é, o segundo termo na equacao (2) é zero, e escrevendo expressdes
apropriadas para a taxa de calor que entra através da superficie e para a taxa de
armazenagem de calor no corpo, apds algumas simplificacdes obtemos a equacao
calor na forma:

10T
T adt’

2

®3)

onde a constante o~ ! é definida como a condutividade térmica do material.
2. METODOLOGIA

O projeto de Métodos Matematicos Avancados em Engenharia esta sendo
desenvolvido e realizado na forma de encontros periédicos, como seminarios,
estudos dirigidos e resolucdo de problemas em grupo, atividades essas que sao
abertas a toda a comunidade do CEng, mas voltada, principalmente, aos discentes
gue ja possuem uma formacéo inicial nas disciplinas de Calculo A, Célculo B e
Equacdes Diferenciais A e tém interesse em expandir e aprofundar seus
conhecimentos em métodos matematicos para resolucdo de problemas aplicados
a Engenharia.

Para a realizacdo das atividades do projeto, esta sendo desenvolvido um
material didatico, em lingua portuguesa, que serve de base para a realizacao dos
encontros. No material didatico sdo apresentados os fundamentos tedricos,
exemplos e aplicagbes sobre determinado tépico e o conjunto de técnicas e
ferramentas mateméaticas necessarias para a obtencdo das solucdes dos
problemas propostos, sejam essas solu¢des analiticas, numéricas ou graficas.

Devido a forma e conteido dos materiais didaticos produzidos, optamos por
escrevé-los em LaTeX, uma vez que essa linguagem permite gerar materiais
técnicos e cientificos com alta qualidade gréafica. Além disso, optamos por utilizar o
Overleaf, que € um editor LaTeX online gratuito e que, dentre outras caracteristicas,
permite escrita colaborativa. Uma amostra do tipo de material que vislumbramos
produzir e expandir pode ser acessado no site Wolfram.com, conforme Figura 1.

Figura 1: Wolfram MathWorld site.
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Fonte: http://mathworld.wolfram.com/HeatConductionEquation.html.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para o desenvolvimento e confeccdo do material didatico utilizado nos
encontros estao sendo realizadas reunides semanais do bolsista com o professor
coordenador do projeto. Nessas reunides sdo estudados os conceitos tedricos e
ferramentas matematicas necesséarias para o entendimento e resolucdo dos
problemas propostos.

Por exemplo, partindo dos conceitos de temperatura e calor e da equacéao de
balanco de variagdo de energia de um pequeno corpo de volume V, chegamos na
equacdo do calor, conforme a equacao (3). Nesse ponto, podemos notar que a
equacao (3) depende do laplaciano da funcao temperatura T, ou seja, o lado direito
da equacdo depende da geometria do problema. Em coordenadas cartesianas
retangulares o laplaciano de uma funcéo T(r,t) = T(x,y, z,t) € dado por

(4)

Para diferentes configuracdes do corpo I/, e em consequéncia das condi¢cdes
de contorno do problema, pode ser mais adequado a escolha de outros sistemas
de coordenadas que nado coordenadas cartesianas retangulares. Utilizando os
conceitos de derivada parcial e a regra da cadeia para funcdes de varias variaveis,
estudados na disciplina de Célculo B, podemos escrever o laplaciano de T em
coordenadas cilindricas como

pap 0T 10T 10°T or
T or: ror r?o0* oz

®)

onde T(r,t) =T(r,0,z1t). J& em coordenadas esféricas o laplaciano assume a
forma
_ 0T 20T 1  0*T cos® OT 1 9°T

VT=——5+-——+ + —+ ===,
dp? padp p*sin*00¢@* p*sinfd0  p? 96>

(6)

onde T(r,t) =T(p,p,0,t).

Apods o estudo e discussao dos conceitos tedricos, das técnicas matematicas
adequadas para a resolucéo de cada problema ou tépico proposto e da obtencao
dos resultados, o bolsista é orientado a proceder a edicdo do texto em LaTeX.
Contudo, mesmo entre estudantes de ciéncias exatas, incluindo os discentes do
CEng, a utilizacdo do LaTeX nado €, amplamente, difundida. Nesse sentido, é
necessario um tempo extra do bolsista, dedicado ao aprendizado e real utilizacao
dessa ferramenta de edicdo de textos. Uma amostra do material j4 produzido para
0 primeiro encontro pode ser visualizada na Figura 2.

Como bolsista do projeto, até o momento, posso destacar alguns
aprendizados que tive e que, certamente, irdo complementar minha formacéo em
nivel de graduacao, tais como, a versao diferencial da equacao do calor através da
equacdao de balanco da variacédo de energia, que € uma equacéo integro-diferencial.
Além disso, utilizando conceitos de funcbes de varias variaveis consegui expressar
o laplaciano de uma funcdo em diferentes sistemas de coordenadas. Também
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aprendi a escrever e editar textos e, principalmente, férmulas matematicas em
LaTeX.

Figura 2: Material didatico produzido no projeto.

A EQUAGAO DO CALOR

Prof. Eduardo Schneider, Ph.D.

1 Derivagao da Equacao do Calor

da po

gradiente de temperatura com o fluxo de calor . X
Utilizando a Eq.(1) podemos escrever que

4. CONCLUSOES

O projeto em Métodos matematicos avancados em Engenharia € um projeto
de ensino desenvolvido com o propdsito de complementar a formacgao dos egressos
dos cursos de Engenharia do CEng, através de atividades periddicas como
seminarios, estudos dirigidos e grupos de estudos, utilizando métodos matematicos
voltados a resolucdo de problemas com aplicacbes em Engenharia.

Para a realizacdo dessas atividades o bolsista estd desenvolvendo um
material didatico, juntamente com o coordenador do projeto e fazendo uso de
bibliografias como auxilio. Logo apés esse material € digitado em um editor LaTeX,
a fim de obtermos materiais técnicos e cientificos com alta qualidade grafica para
posterior divulgagéo.
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