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1. INTRODUGAO

O principal objetivo deste trabalho é estudar ferramentas da Geometria
Diferencial no que se refere as curvas planas. Esse estudo esta direcionado as
espirais, onde sua presenca de formas espirais tem sido notada e investigada por
diversos matematicos desde a antiguidade, estes estudos nos possibilitam
analisar padrbes presentes na natureza. Onde podemos destacar, a galaxia
NGC1566 cujo seus membros principais obteve-se os tragos com o uso do
Geogebra (ver referéncia [C]), o girassol, e a roda de Catherine.

2. METODOLOGIA

A metodologia adotada foi o estudo do capitulo | - “Curvas Planas” do livro
“Introducao a Geometria Diferencial” [B], da leitura do capitulos “Das Espirais (On
Spirals)” do compilado “The works of archimedes” [D] e de encontros com a
professora orientadora. Também foi utilizado o Geogebra para reproduzir a
definicao de espiral arquimediana e suas parametrizagdes.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Uma espiral € uma curva plana definida por ARQUIMEDES no séc Il AC
como sendo aquela obtida quando uma linha reta desenhada num plano gira
numa variagao constante sobre uma extremidade que permanece fixa e retorna a
posicdo inicial e se, ao mesmo tempo, em que a linha gira, um ponto se move
numa variagdo constante ao longo da linha reta, comegando pela extremidade
que permanece fixa, extremidade chamada de origem. Logo nossa espiral € uma
variagdo do trago de uma circunferéncia, assim teremos que definir o que sera
uma curva parametrizada, visto que agora o nosso raio € agora uma aplicagao.

Definigao 1: Uma curva parametrizada do plano é uma aplicagao diferenciavel o
de classe ", de um intervalo aberto I  E’. A variavel t € I ¢ dita parametro
da curva, e o subconjunto de R dos pontos ().t € I ¢ chamado traco da
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curva. Observamos que uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma
aplicagdo. o : I — I? que para cada t associa «(t) = (z(t), y(t)), onde as
funcdes e (), ¥(t) szo diferenciaveis classe .

Logo as espirais sdo obtidas a partir de uma aplicagado « : I — R? onde
que para cada t associa (t) = (r(t)cos(t),r(t)sen(t)) sendo 7(t) raio da
espiral a qual se deseja obter o traco.

De um modo geral, a equagao polar de uma espiral arquimediana é da forma:

r = rrﬁ'””, onde a variavel n determina o quao encaracolada ela sera, quando
n < 0 a espiral tende a ter voltas com valores para r, tal que: =2 = 1 < 2,

Exemplo: Podemos parametrizar a espiral de Arquimedes: r(f) = atl g =0,

sendo ffem radianos. & = [ﬂﬂrﬁ"j‘, entdo podemos escrever a espiral como o

traco da curva o : I — E? definida por:
A

/AN
C

-

a(t) = (atcos(t), atsen(t))

Se « uma curva parametrizada e regular, dada por alt) = (x(1), y[f]']',

entdo T, definido por T(t) = (2'(£),4'(£)) e um campo de classe € ao longo
de «. T" é chamado campo tangente.

No caso em que o esta parametrizada pelo comprimento de arco, T € um campo
unitario, isto &, ITl =1, 0 campo N dado por V() = (—¥'(t),2'(1)) & também
um campo de classe ™ ao longo de . Observe que, paratodo ¢ & 1.

Definicdo 2: Uma curva regular a: 1 — R? & dita parametrizada por
comprimento de arco se para todo to.t1 €1ty =1

t1
/ | (8)ldt = b5 — o
i

1]

A demonstracao da proposi¢ao abaixo encontra-se em [B].

Proposicao 1: Uma curva regular « : [ — R? esta parametrizada pelo

comprimento de arco se, e so se, paratodo t € [, ' (t)]| = 1
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Definigao 3: Seja « : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco. O referencial {T(s), N(s)} é chamado referencial de Frenet de . Visto
que 1T =1 temos que T'(s) é perpendicular a T{s). Como T e N geram B2,

temos que para cada s € [, T'(s) & paralelo a N(s). 1sso significa que existe
uma funcgao k, tal que:
T'(s) = k(s)N(s)

Definigcao 4: A fungao /:, é chamada fung¢do curvatura de rx em s € I. Observe
que a curvatura #(s) é dada por *(s) =< T'(s), N(s) > Portanto temos que
f: I - é uma funcdo de classe ™, quando « for de classe ™. A
curvatura entao € uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma reta. Que
pode ser obtido através do seguinte resultado, cuja demonstragdo se encontra em
[B].

Proposicdo 2: Seja o :[1 — E? uma curva regular, definida por
alt) = (x(t), y(t)). Entao a curvatura de o em t € I & dada pela expressao:
ko) - S8 20y
VEOEF GO

Exemplos:
o I — R?
a(t) = (atcos(t), atsen(t)), a # 0
Efetuando-se o célculo da curvatura da curva espiral acima, a partir de (1) temos

K(t) = o

que: at calculando sua derivada temos at? .

Analisando os limites em 0 temos:
lim &'(t) = —oc = lim K'(t)

r—0~ T—0t
~ I .1"' ~ . ’ - r 0
Nao ha zeros para k [f], logo ndo possui maximos e minimos.
Observamos que a medida que t — [0 temos os maiores valores para ff[f], logo

proximo do ponto (0, 0) temos maior encaracolamento de ﬂ'(f]', enquanto que

para t — oc temos os menores valores da curvatura k(t) — 0, ou seja, a
medida que t aumenta, nossa curva tende a se aproximar de uma reta.

4. CONCLUSOES

Acreditamos que abordar as espirais logaritmicas com as ferramentas da
geometria diferencial traduz matematicamente noc¢des de carater extrinseco e
intrinsecos das curvas, e que sem elas teriamos apenas um aspectos limitados. A
espiral logaritmica possui relagdo com a sequéncia de Fibonacci e também a
proporgao aurea. Tem sido tradicionalmente escolhida para descrever os tragos



5: SEMANA XXVII CONGRESSO DE
.
WEBEL)20) 3 COCI INICIACAO CIENTIFICA

dos membros de galaxias espirais, pois, seus "bragos" sdo aproximadamente
espirais logaritmicas.

Porém, outra féormula deriva da analise de equacdes encontrada na
geometria ndo-euclidiana de espagos negativamente curvados. Esta geometria
hiperbdlica foi descoberta e publicada por Bolyai (1832) e independentemente por
Lobachevsky. Essa nova férmula foi descoberta por RINGERMARCHER. H e
MEAD. L (ver referéncia [C]).

Fazendo uma observagao analoga a definicdo de Arquimedes de espiral,
temos um corpo no espago que sofre influéncia da atragdo gravitacional por
outros corpos mais densos que ele. Logo, grandes corpos celestes se tornam o
centro de espirais que sido tragcadas pelo movimento dos outros corpos em
relagao da atragao gravitacional.
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