43 SEMANA XXVII CONGRESSO DE
L)
‘;\k ey COCI INICIACAQ CIENTIFICA

APLICAGAO DO METODO RUNGE-KUTTA 4 ORDEM NA MODELAGEM DE
MISTURAS

CARLITA FELCHER LEMES': LUIZA MENDES MARTINS?: VITORIA KLEIN®:
LAUREN FARIAS*

"Universidade Federal de Pelotas — cafelcher@gmail.com
2Universidade Federal de Pelotas — luiza.mends@hotmail.com
Universidade Federal de Pelotas — vitoria_klein@hotmail.com

*Universidade Federal de Pelotas — lauren.if@gmail.com

1. INTRODUGAO

A modelagem numérica é uma ferramenta capaz de solucionar problemas
dos mais simples, presentes em livros didaticos, como determinadas equacodes
diferenciais ordinarias de primeira ordem até problemas reais de engenharia e
ciéncias exatas (BOYER; MERZBACH, 2012).

A modelagem matematica em conjunto com a numérica se torna
extremamente importante na Engenharia de Petréleo, uma vez que sdo solugdes
populares, eficazes e baratas em detrimento a experimentos. E possivel aplica-las
em problemas vinculados a reservatérios de petréleo, gas ou agua, concentragao
de componentes (nafta, parafinas, entre outros) e até mesmo simular a trajetoria
de derrames de petréleo no mar (PALADINO, 2000).

Os métodos numéricos destacam-se na resolucdo de Equacodes
Diferenciais Ordinarias (EDQ’s), principalmente levando em conta a dificuldade de
solucionar determinadas EDO’s analiticamente. Optar por um método numérico
na resolucao de equacdes que modelam problemas reais nos permite fazé-la de
maneira mais rapida e pratica.

Para encontrar solugcbes aproximadas de problemas de valor inicial de
equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, sao utilizados métodos
numéricos como Euler, Euler melhorado, Taylor e Runge-Kutta. No século XVII
Lehonard Euler deduziu que era possivel, a partir de um processo iterativo,
aproximar uma solugdo para um PVI num certo ponto. Posteriormente, esse
meétodo foi aprimorado por Gottfried Leibniz (BOYCE; DIPRIMA, 2015). Em Euler
e Euler melhorado quanto menor o valor para h (o que justifica um numero maior
de passos para alcangar o resultado final), mais preciso e de melhor qualidade
sera a solugao aproximada.

O método de Taylor € uma tentativa de aumentar a ordem dos métodos de
Euler, requer o calculo da segunda derivada e consiste no truncamento de dois
termos da série de Taylor. O meétodo utilizado para a solugdo do problema
proposto pelo presente trabalho € o método desenvolvido por Carl David Runge e
aperfeicoado por Martin Wilhelm Kutta e é denominado Runge-Kutta (UFRGS,
2018).

O método de Runge-Kutta pode ser de 12 ordem (método de Euler), 22, 32
ou 42 ordem, nao é oportuno usar ordens superiores a quatro. Comparado aos
demais métodos, o Runge-Kutta 42 ordem (RK4) &€ o procedimento mais vantajoso
para a resolugéo de EDOQ’s, pois € objetivo, ndo exige calculo de derivadas e é de
simples execugao.

O problema proposto no presente trabalho envolve misturas. Mais
especificamente uma mistura salina onde se deseja calcular a concentragao de
sal em um determinado periodo de tempo. Além disso, desenvolveu-se um
algoritmo para evidenciar a eficacia do método numérico utilizado.
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2. METODOLOGIA

Nesse estudo, empregamos o Runge-Kutta de 42 ordem, com as seguintes

equacoes:
Vnt1 = Vat i (k1+ ko4 2k3+k4) (1)
&
onde,
lir‘:l= hf(x”,}r”] (2)
_ 1 1 3)
RE —_ nILf{I” + E h-y Fu + E ki]
1 1
ky=hf(x,+ E h,y, + E k) (4)
kd- = h’f(xn + h’}ru + kﬂ] (5)
além de,
Lpt1 — Xy +h (6)

O problema proposto foi modelado matematicamente com base na lei de
conservacgao das massas, descrita abaixo:

d 7
£ = (Taxa de entrada de sal) — (Taxa de saida do sal) (7)

Deseja-se calcular a quantidade de uma substancia Q(t) em quilogramas,
contida em um tanque em qualquer instante de tempo t, em minutos. O tempo em

questdo é de 30 minutos, o volume inicial Yo é de 180L e a quantidade de sal
inicial %0 é 10Kg. Ja a velocidade da agua ao é ¥: =%l/min_ enquanto a
velocidade da agua ao sair 9 é de 3l/min E importante ressaltar ainda que a
agua entra sem sal portanto a concentragéo de sal no inicio Coé igual a 0.

Figura 1: Tanque de mistura

.................... V. g4, > 4q,
V. g =gq,

V., q, <gq,

Fonte: Retirado do site Luso Academia

Se ¢ é a quantidade de sal no tanque em um dado momento, o volume de
solucdo salina em qualquer momento é dado pela Equagdo 8, enquanto a
concentracao de sal é dada pela Eq. 9:

V = Vo + (ge- gs)t (8)
Qe_ Q (9)
V Vo +(ge—qs)t
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Logo, adota-se o Problema de Valor Inicial (PVI):

aQ _ Q
dt 180 + (4—3)t
Q(0)=10

Assim, substituindo os valores dados, t =0 e a partir da resolugdo da
equacao linear acima, obtém-se entdo a solugéo geral:

_ 58,32x10° (10)
@= (180 +1t)3

Para a resolugdo numérica, a partir do método RK4 utilizou-se o Software
MATLAB (versao 9.2). Logo, na programagao do algoritmo aplicou-se da Eq. 1 a 6
anteriores.

Arbitrou-se como passo de tempo h = 5 e o critério de parada é o tempo em
questao, ou seja, 30 minutos. Esses estao relacionados entre si, o primeiro indica
a dimensdo de cada intervalo de iteragdo até atingir o tempo em estudo. As
condicdes iniciais e as variaveis citadas anteriormente permanecem inalteradas.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Pretende-se encontrar a concentracdo de sal depois de transcorridos 30
minutos. Dessa forma aplicou-se o PVI na solugdo geral baseado na solugao
analitica e o resultado encontrado foi de 6,297376093Kg.

Numericamente, utilizando o mesmo PVI, através do método de Runge-
Kutta 42 ordem e as condigdes pré-estabelecidas, apds 30 interagdes obteve-se o
valor de 6,297376093Kg.

Com isso, podemos inferir que nao houveram erros, os valores
encontrados foram os mesmos, ja que o resultado se alteraria apenas apos a 92
casa decimal. Salientando dessa forma a exceléncia da aplicagdo do algoritmo
usando o método de Runge-Kutta.

Além disso, € possivel analisarmos a tabela a seguir, que organiza os
resultados das iteragdes algoritmicas.

Tabela 1: lteracbes no MATLAB

0 10

5 9,21091
10 8,5027
15 7,86527
20 7,29

25 6,76949
30 6,29738

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir apresenta-se um grafico de tempo (eixo x) em relagdo a
quantidade de sal (eixo y) comparando os valores obtidos analiticamente e os
valores obtidos numericamente.
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Figura 2 — Grafico Tempo versus Quantidade de sal
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4. CONCLUSOES

A aplicacao de métodos numéricos para encontrar solugbes aproximadas
de um PVI é uma alternativa eficaz para a solugéo de problemas de engenharia e
ciéncias aplicadas.

O método Runge-Kutta sobressae-se em detrimento dos demais métodos
numéricos principalmente na resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias,
como demonstrado no presente trabalho, por efeito da precisdo de seus
resultados e da facilidade em desenvolvé-lo.

O algoritmo elaborado no MATLAB com base nas equagdes do RK4
evidenciou e fundamentou a competéncia do método numérico, pois com poucas
iteragdes atingiu-se o resultado esperado e analiticamente o processo n&o seria
tédo simples e objetivo.
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