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1. INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma discretizacdo baseada na dependéncia de
densidade de numero de descendentes por adulto da equacao logistica, também
conhecida por equacao de Verhulst, que € uma equacao nédo linear usada para
descrever o comportamento de populacdes.

Sistemas dinamicos autbnomos discretos, em uma dimensao, podem exibir
um comportamento cadtico, enquanto as correspondentes equacdes de evolucdo
continua (unidimensional) ndo podem sequer possuir uma solucdo periédica nao
trivial (KRIVINE, 2007, KOT, 2001). O objetivo deste trabalho é mostrar o
comportamento de dois analogos do mapa logistico, mostrando assim a diferenca
entre o continuo e o discreto para essa equacao.

2. METODOLOGIA

Analisaremos dois modos analogos da equacéao logistica em tempo discreto,
que definiremos por modelo 1 e modelo 2, mostrando que esses dois modelos
possuem diferentes formas de dependéncia de densidade e exibem
comportamentos diferentes.

Baseado nas andlises feitas por (KOT, 2001) num modelo de crescimento
populacional, no modelo 1, assumiremos que o numero de descendentes é
inversamente proporcional a uma funcéo linearmente crescente de numero de
adultos, e 0 modelo 2 é uma aproximacao direta a equacdo diferencial logistica.
Apresentaremos resultados graficos de simulacées computacionais para os dois
modelos.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para fins de comparacgao consideremos a equacao logistica:
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cuja solucéo exata é:
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Os modelos apresentados a seguir, sdo analogos em tempo discreto da
equacao logistica (1).
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Modelo 1:

Considerando que o numero de descendentes per capita é inversamente
proporcional a uma funcdo linearmente crescente de numero de adultos, na
equacdao (1), obtemos:
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Que é conhecida como Curva de recrutamento de Beverton-Holt, ela é
hiperbdlica e monotonicamente crescente. E como em equilibrio temos que

Ni+1 = Ny = N* a equacao (4), pode ser escrita da seguinte forma:
RN*
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sendo N' = 0 e N" = K os pontos de equilibrio. Para determinarmos a estabilidade
de cada ponto de equilibrio, vamos investigar a derivada de (5), em relacdo a N*.

[1+ (N

Para o ponto de equilibrio N* =0, temos f'(0) =R, e assim o ponto é
instavel se R > 1.
Para N* = K, temos f'(K) = %, e assim o ponto € assintoticamente estavel

paraR > 1.

Temos também, que para R > 1, pequenas perturbacdes no ponto de
equilibrio N" = 0 fazem que eles crescam geometricamente, enquanto para N" = K
decaem geometricamente.

Vamos plotar a solu¢cdo do modelo 1 e a solu¢do da equacéo logistica (2),
mostrando que para r = 1,11, R = 0,11 e k=10 em ambos, as solugbes se

comportam de forma similar, conforme mostrado na Figura 1.
10 T T T T O o i SRR S e

£1(N*) =

(6)

O equagdo (2)
equagao (4) | 1
— — — equagao (9)

s 6 7 8 9 1
t
Figura 1: Graficos das equacdes (2), (4) e (9) sobrepostas.
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Modelo 2:

Aproximando a derivada do lado esquerdo da equacéao logistica (1) com um
qguociente de diferencgas finitas, temos:

%:m(&%). %)

O intervalo de tempo é de uma geracdo At =1, pois estamos em tempo
discreto de modo que a equacéao (7) se reduz a:

N¢
Ne+1 — Ne =N (1 - i) )

E assim, chegamos a equacéao da diferenca logistica:
r
Negr = (L + 1N — ENtZ 9)
Podemos redimensionar a equagéao (9) deixando,

r N 10
At K ev=1+r (10
Assim a equacao (9) pode ser substituida por,

Xep1 = Pxe(1 — %), (11)

Xy =

A equacdo (11) tem a vantagem de que o intervalo 0 < x < 1 € invariante
para 0 < u < 4, (STROGATZ, 2013).

Os pontos de equilibrio da equacao (9) satisfazem:
r
N*=(1+r)N"— EN*Z. (12)

Para (12) temos dois pontos de equilibrio: N* = 0 e N* = K. Determinamos a
estabilidade por:

F'(N*) = (1471) — Z%N*. (13)

Para o ponto de equilibrio N* =0, temos f'(0) =1+ r, e assim o ponto &
instavel se r > 0.

Para N* =K, temos f'(K) =1 —r.

A equacao (9) apresenta 0 mesmo comportamento da equacao logistica (2),
conforme mostrado na Figura 1, com r = 1,11 para equacao (2) e r = 0,11 para
equacao (9).

Para outros valores a equacédo (9) se afasta da Curva de recrutamento de
Beverton-Holt. A capacidade de carga (K) é assintoticamente estavel para
0<r<2,para0<r<1assolucbes tendem para K.

Para 1 <r < 2, pequenas perturbacdes sobre K retornam a K de maneira
oscilatoria. E quando r > 2, pequenas perturbacdes em K divergem, de forma que
as trajetorias tendem para um ciclo estavel de 2 e a medida que r aumenta o ciclo
de dois aumenta de amplitude até perder estabilidade e duplicar de novo, tendo
assim um numero infinito de duplicacdes de periodo, correspondendo a todos os
ciclos de periodo 2".
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Figura 2: Gréfico da equacéo (9).

A Figura (2) mostra todas as bifurcacdes de (9), podemos perceber que os
intervalos de duplicacdo diminuem e os valores de rem gue os ciclos sdo estaveis
convergem para um valor limite re = 2,5699456...

Para r,,< r < 3, temos uma regido com Varios ciclos e orbitas periddica. E a
partir de r = 3, as trajetorias sdo cadticas, pois sdo aperiodicas e sensiveis as
condic¢des iniciais.

Portanto, ndo podemos mais prever comportamentos em longo prazo.

4. CONCLUSOES

Em geral, percebeu-se que um sistema autbnomo nao linear apresentou
diferentes formatos e comportamentos quando discretizado. Em particular, para a
equacao logistica, temos que no continuo ela apresenta um comportamento
mondétono  crescente enquanto na forma discreta apresentou dois
comportamentos distintos, um similar ao continuo para determinados valores de
parametros e o outro cadtico.

Na sequéncia deste trabalho serdo estudados outros sistemas estaveis no
continuo e que no discreto podem apresentar instabilidade.
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