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1. INTRODUÇÃO 
 
     O método de homogeneização assintótica (MHA) (BAKHVALOV; 
PANASENKO, 1989) permite transformar um problema sobre um meio micro-
heterogêneo, periódico, caracterizado por coeficientes rapidamente oscilantes 
(problema original), em outro sobre um meio homogêneo (problema 
homogeneizado) assintoticamente equivalente ao heterogêneo. Os coeficientes 
das equações diferenciais correspondentes ao problema homogêneo são 
chamados coeficientes efetivos do meio heterogêneo. A obtenção de tais 
coeficientes efetivos depende da solução dos chamados problemas locais, ou 
seja, sobre a célula básica cuja replicação periódica gera o meio heterogêneo. 
            A transformada de Laplace (LOGAN, 2004), é um método de 
transformadas integrais, onde permite transformar os problemas no caso, de 
equações diferenciais ordinárias em equações algébricas e no caso de equações 
diferenciais parciais em equações com dimensão espacial menor.  
           O objetivo deste trabalho consiste na combinação de dois métodos, O 
método da Homogeneização assintótica com a Transformada de Laplace para 
resolver uma equação parabólica com condições de contorno e inicial, com 
coeficiente rapidamente oscilante e assim apresentar os resultados através de um 
exemplo numérico. 

2. METODOLOGIA 
 
Aplica-se a Transformada de Laplace ℒ{. }, na equação original com relação á 
variável temporal. Posteriormente assumimos uma solução na forma de série 

assintótica em potências de 𝜀, chamada solução assintótica formal (S.A.F), 
originando uma sequência recorrente de problemas. A partir destes problemas 
encontrados vamos obter a equação do problema local e a equação do problema 

homogeneizado. Quando 𝜀 → 0+, a solução do problema original converge para a 
solução do problema homogeneizado. 
 
Seja a equação parabólica dada por: 
 

                          {
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘𝜀(𝑥)

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑥
) = 𝑓(𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ (0,1) × ℝ+

∗

𝑢𝜀(0, 𝑡) = 𝑢𝜀(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈  ℝ+
∗ ;  𝑢𝜀(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ [0,1]

                 (1) 

onde, s é a variável da transformada de Laplace, 𝑢𝜀é a temperatura na posição 𝑥, 
para cada 𝜀 fixo, e seja 𝜀 um parâmetro geometrico pequeno 0 < 𝜀 ≪ 1, em que 
𝜀  indica a existência de duas escalas estruturais (micro e macroescala). 
           



 

 

     Através da aplicação da transformada de Laplace no problema original, 
teremos: 
 

              {
𝑠𝑣𝜀 −

𝑑

𝑑𝑥
(𝑘𝜀(𝑥)

𝑑𝑣𝜀

𝑑𝑥
) = 𝐹(𝑠)

𝑣𝜀(0, 𝑠) = 𝑣𝜀(1, 𝑠) = 0
                                           (2) 

utilizando a notação 𝑣𝜀 para representar a transformada de Laplace de 𝑢𝜀, e 𝑘𝜀 o 
coeficiente de condutividade térmica, 𝜀 −periódico, positivo, e limitado. E 𝐹(𝑠) a 
transformada de Laplace de 𝑓(𝑡). 
 
O método da homogeneização assintótica consiste em propor uma solução 
assintótica formal da seguinte forma: 
 

                       𝑣(2)(𝑥, 𝑠, 𝜀) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑠) + 𝜀𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑠) + 𝜀
2𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑠), 𝑦 =

𝑥

𝜀
              (3) 

 
Substituindo a solução assintótica formal no problema já transformado, aplicando 

a regra da cadeia e organizando os termos de mesma potência de 𝜀, teremos a 
seguinte sequência recorrente de problemas: 
 

ℒ𝑦𝑦𝑣0 = 0;  𝑣0(0,0) = 𝑣0(1,0) = 0 

ℒ𝑦𝑦𝑣1 + ℒ𝑥𝑦𝑣0 + ℒ𝑦𝑥𝑣0 = 0;  𝑣1(0,0) = 𝑣1(1,0) = 0  

ℒ𝑦𝑦𝑣2 + ℒ𝑥𝑥𝑣0 + ℒ𝑥𝑦𝑣1 + ℒ𝑦𝑥𝑣1 + 𝑠𝑣0 − 𝐹(𝑠) = 0;  𝑣2(0,0) = 𝑣2(1,0) = 0 

sendo  ℒ𝛼,𝛽 =
𝜕

𝜕𝛼
(𝑘(𝑥)

𝜕

𝜕𝛽
). 

 
O problema local é dado por:  
 

                                        𝑃𝐿: {

𝑑

𝑑𝑦
(𝑘(𝑦)

𝑑𝑁1

𝑑𝑦
) = −

𝑑𝑘

𝑑𝑦

𝑁1(0) = 0
                                               (4) 

o coeficiente efetivo é da seguinte maneira:  𝑘̂ = (∫
𝑑𝑦

𝑘(𝑦)

1

0
)
−1

. 

                                         𝑁1(𝑦) = ∫ (
𝑘̂

𝑘(𝑠)
− 1 ) 𝑑𝑠

𝑦

0
                                                (5) 

O problema homogeneizado é dado por: 
 

                                        𝑃𝐻: {
𝑠𝑣0(𝑥, 𝑠) − 𝑘̂

𝑑2𝑣0

𝑑𝑥2
= 𝐹(𝑠), 𝑥 ∈ (0,1)

𝑣𝜀(0, 𝑠) = 𝑣𝜀(1, 𝑠) = 0
                         (6) 

 
É importante salientarmos a importância do problema homogeneizado, pois este 
descreve o comportamento do meio homogêneo equivalente ao problema 
heterogeneo original. 
A solução assintótica do problema original: 
 

                                      𝑢(1)(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝜀 𝑁1(𝑦)
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
.                                  (7) 

 
3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 
A fim de avaliar o desempenho do método da homogeneização assintótica 

combinado com a transformada de Laplace, apresentamos resultados obtidos 



 

 

através de um exemplo numérico. Seja 𝑘(𝑦) = 1 + 0.25 cos (2𝜋𝑦), e a fonte 

𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡. 
Através dos resultados apresentados a cima, considerando a expansão 

assintótica de primeira ordem: 

                         𝑢(1) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝜀 𝑁1 (
𝑥

𝜀
)
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
                            (8) 

Vamos obter: 

 Coeficiente efetivo: 

                                               𝑘̂ =
√15

4
                                               (9) 

 O termo 𝑁1será:  

          𝑁1(𝑦) =

{
 
 

 
 1

𝜋
arctan (√

3

5
𝑡𝑎𝑛(𝜋𝑦)) − 𝑦, 𝑠𝑒 0 < 𝑦 < 1/2

0,        𝑠𝑒 𝑦 = 1/2

1

𝜋
arctan (√

3

5
𝑡𝑎𝑛(𝜋𝑦)) − 𝑦 + 1, 𝑠𝑒

1

2
< 𝑦 < 1

           (10) 

 

 O termo 𝑢0, como: 

                                𝑢0(𝑥, 𝑡) = ℒ−1[𝑣0(𝑥, 𝑠)]                                      (11) 
 

                 𝑣0 =
𝐹(𝑠)

𝑠
[ 1 −

𝑠𝑒𝑛ℎ{√
𝑠

𝑘̂
𝑥}−𝑠𝑒𝑛ℎ{√

𝑠

𝑘̂
(𝑥−1)}

𝑠𝑒𝑛ℎ√
𝑠

𝑘̂

]                   (12) 

devido à dificuldade de inversão de forma analítica, utilizou-se o algoritmo de 
inversão Talbot Fixo (ABATE; VALKÓ, 2004). 

.  

Figura 1 Variação do coeficiente de condutividade, para diferentes valores de 𝜺. 



 

 

 

 
 

4.CONCLUSÕES 
 

Neste trabalho aplicou-se o método de homogeneização assintótica combinado 
com a transformada de Laplace, e através da aproximação entre a solução 
assintótica formal e a solução do problema homogeneizado. Podemos observar 
as curvas mostradas na figura 2 obtida através do exemplo numerico 
apresentado. 
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Figura 2: perfis espaciais de 𝒖𝟎 𝒆 𝒖
(𝟏) 


