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1. INTRODUCAO

O método de homogeneizacdo assintética (MHA) (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989) permite transformar um problema sobre um meio micro-
heterogéneo, periodico, caracterizado por coeficientes rapidamente oscilantes
(problema original), em outro sobre um meio homogéneo (problema
homogeneizado) assintoticamente equivalente ao heterogéneo. Os coeficientes
das equagOes diferenciais correspondentes ao problema homogéneo sao
chamados coeficientes efetivos do meio heterogéneo. A obtencdo de tais
coeficientes efetivos depende da solucdo dos chamados problemas locais, ou
seja, sobre a célula basica cuja replicacéo peridédica gera o meio heterogéneo.

A transformada de Laplace (LOGAN, 2004), € um método de
transformadas integrais, onde permite transformar os problemas no caso, de
equacdes diferenciais ordinarias em equacfes algébricas e no caso de equacdes
diferenciais parciais em equac¢des com dimensédo espacial menor.

O objetivo deste trabalho consiste na combinacdo de dois métodos, O
método da Homogeneizacdo assintética com a Transformada de Laplace para
resolver uma equacdo parabdlica com condicbes de contorno e inicial, com
coeficiente rapidamente oscilante e assim apresentar os resultados através de um
exemplo numérico.

2. METODOLOGIA

Aplica-se a Transformada de Laplace £{.}, na equacdo original com relagédo a
variavel temporal. Posteriormente assumimos uma solucdo na forma de série
assintotica em poténcias de &, chamada solucdo assintética formal (S.A.F),
originando uma sequéncia recorrente de problemas. A partir destes problemas
encontrados vamos obter a equacao do problema local e a equacao do problema
homogeneizado. Quando ¢ —» 0%, a solucdo do problema original converge para a
solugéo do problema homogeneizado.

Seja a equacgédo parabdlica dada por:
Ut _ 0 (e U :
2 (k (x) ax) = f(0), (x,t) € (0,1) X R®. "
ué(0,t) =uf(1,t) =0,t € R}; u®(x,0) =0,x € [0,1]
onde, s é a variavel da transformada de Laplace, u®é a temperatura na posicao x,

para cada ¢ fixo, e seja € um parametro geometrico pequeno 0 < € < 1, em que
¢ indica a existéncia de duas escalas estruturais (micro e macroescala).
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Através da aplicacdo da transformada de Laplace no problema original,
teremos:

{svs — ;—x (ks(x) %) = F(s) )
v%(0,s) = v¥(1,s) =0

utilizando a notacéo v¢ para representar a transformada de Laplace de u?, e k¥ o

coeficiente de condutividade térmica, € —periddico, positivo, e limitado. E F(s) a

transformada de Laplace de f(t).

O método da homogeneizacdo assintética consiste em propor uma solucao
assintética formal da seguinte forma:

v (x,s,€) = vy(x,y,5) + evy(x,y,5) + €2v,(x,y,5),y = z 3)

&

Substituindo a solucdo assintética formal no problema ja transformado, aplicando
a regra da cadeia e organizando os termos de mesma poténcia de &, teremos a
seguinte sequéncia recorrente de problemas:

Lyyvo = 0, 170(0,0) = 00(1,0) = O
Lyyvl + nyvo + 1:ny0 = 0, Ul(0,0) = Ul(l,O) =0
LyyVy + LV + Lyyvy + Ly 01 + 519 — F(s) = 0; v,(0,0) = v,(1,0) =0

B d
sendo L,z = @(k(x) §).

O problema local é dado por:

4 an.) _ _dk
PL: {dy (k(y) dy) dy 4)
N;(0) =0
. L . L 1 dy \~ !
o coeficiente efetivo é da seguinte maneira: k = (fo Fy)) :
_(Y(k _
M) =y (k(s) 1)ds ®)

O problema homogeneizado é dado por:

dZUO
2

svo(x,s) — k =z = F(s),x €(0,1)
v¥(0,s) =v¥(1,s) =0

PH: (6)

E importante salientarmos a importancia do problema homogeneizado, pois este
descreve o comportamento do meio homogéneo equivalente ao problema
heterogeneo original.

A solucéo assintotica do problema original:

av

u®(x,t, &) = uy(x,t) + & Ny (y) - (7)
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A fim de avaliar o desempenho do método da homogeneizacdo assintotica
combinado com a transformada de Laplace, apresentamos resultados obtidos
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através de um exemplo numérico. Seja k(y) =1+ 0.25cos(2my), e a fonte

ft)=e™".

Através dos resultados apresentados a cima, considerando a expansao

assintética de primeira ordem:
@ = (f) 0o
u ug(x,t) + Ny )%
Vamos obter:
e Coeficiente efetivo:

k=X

~|3)

e O termo N;sera:
|( arctan <\/§ tan(rty)) -y, se0<y<1/2
Nl(y)={ 0, sey=1/2
Earctan (\E tan(rty)) -y+1, se% <y<1

R

e O termo uy, cCOMo:
uo(x,t) = L™ vy (x,5)]

Vo = is) {_ senh{\/%x}—senh{\/%(x_l)}
° senh \/%

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

devido a dificuldade de inversdo de forma analitica, utilizou-se o algoritmo de

inversdo Talbot Fixo (ABATE; VALKO, 2004).
e= 172 ) &= 1/4

=08

e=1/8

Figura 1 Variagdo do coeficiente de condutividade, para diferentes valores de ¢.
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Figura 2: perfis espaciais de uy e u®

4.CONCLUSOES

Neste trabalho aplicou-se o0 método de homogeneizacdo assintética combinado
com a transformada de Laplace, e através da aproximacdo entre a solucdo
assintotica formal e a solucado do problema homogeneizado. Podemos observar
as curvas mostradas na figura 2 obtida através do exemplo numerico
apresentado.
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