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1. INTRODUGAO

O problema do péndulo invertido € um exemplo classico de sistema instavel. A
situacdo de manter um péndulo invertido em equilibrio recorre a situacdes reais de alta
complexidade, tais como: o equilibrio de estruturas médveis, como edificios de bass
adaptaveis para evitar desmoronamento em caso de abalos sismicos e terremotos, o
equilibrio de um veiculo de duas rodas ou ainda quando considerado um péndulo
invertido duplo, pode representar as dinamicas de equilibrio de uma perna de um ser
bipede.

Dada a importancia desse sistema para o estudo de controladores de sistemas
naturalmente instaveis e cadticos, o presente trabalho propdem um regulador
quadratico linear para o controle do equilibrio vertical da haste do péndulo invertido.
Para avaliar o desempenho do controlador proposto, resultados de simulacdo sao
apresentados e discutidos.

2. METODOLOGIA

O regulador quadratico linear (LQR - Linear quadratic Regulator), € um método
de controle que tem como objetivo regular o sistema com o minimo de gasto de energia
possivel (ANDERSON; MOORE, 1971). O LQR é desenvolvido baseado na concepgao
de um sistema linear, observavel, controlavel e de horizonte finito (o tempo final do
sistema tende a infinito), conforme mostrado em (1), no espaco de estados,

x =Ax + Bu
{v=Cx+Du (1)

tendo a condigdo de contorno *(to) = %o x(to) =%o, com  x=[r, x, x,... xy]
u = [ug uy Uy oo Uy ) Ayswrs Byt Cusw e Dixar, sendo N e M a ordem do sistema e da

entrada de controle, respectivamente. Existe um vetor ¥ = [X1 X2 k3 ky] que quando
retroalimentado ao sistema tornara o sistema estavel e 6timo.

O problema de controle étimo lida com a solugao de um sistema de equagdes
diferenciais a fim de encontrar uma lei de controle dita 6tima (OGATA, 1995). O
principio de otimalidade de uma lei de controle se baseia na minimizagao da fungao de
custo do sistema a ser controlado. Para o sistema descrito por (1), existe uma equacéao
de custo quadratico definida por:
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sendo Q, uma matriz definida semi-positiva, e R, uma matriz definida positiva, que
representam as matrizes de ponderagao para os estados e a entrada, respectivamente.
Além disso, Sf € uma matriz de ponderagcdo para o estado terminal, definida
semi-positiva. Ainda, fo € o tempo inicial e tf € o tempo final do sistema.

Aplicando o principio maximo (0 maximo de um parametro em um dominio é
encontrado no contorno deste dominio) em (2) obtém-se:

1
H = =[x (9Q(D)x() +u" (OR(Du(t)] + X7 ()[Ax(e) + Bu(®)] (3)

Consistindo entdo na equagao Hamiltoniana, sendo A o co-estado do sistema.
Derivando (3) em fungao de x(t) , A(t) e u(t) obtém-se:

dH
x= (a}r= Ax+ Bu

. dH
—A= (Ejr = Qx+ A4

aH (4)
5 =

Ru+A"B =0

u = —R1BTA

Supondo que A é linearmente proporcional a x, existe uma matriz P, definida

positiva, que relaciona A(t) = P(t)x(%) os dois itens como . Derivando-a em funcdo de t
e utilizando o conjunto de equagdes mostrado em (4) equaciona-se:

A= Pz + Pi
\ = Pz + P(Az + Bu)
A= Pz + P(Az — BR'B")\) (5)

(Qz + ATPz) = Pz + P(Az — BR™'BT Px)
(P+PA+AT"P - PBR'B"P+Q)z=0
consistindo em (5), a equacdo de Riccati diferencial (RDE - Riccati differential
equation).
Substituindo a atribuigio A(t) = P()x(2) no ltimo termo de (4) tem-se

u = —R1BTPx 6
u = —kx 6)
sendok = —R BT Px . Analisando-a em horizonte finito, B e u sao constantes.

Portanto, P em (6) também é constante. Logo, re-escrevendo-a com (5) considerando o
P constante, obtém-se:

(PA+ ATP—PBRT'BTP+Q)x=0 7)

resultando na equagao de Riccati algébrica (ARE - Algebric Riccati equation).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cdot%7B%5Clambda%7D%3D%26%5Cdot%7BP%7Dx%2BP%5Cdot%7Bx%7D
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cdot%7B%5Clambda%7D%3D%26%5Cdot%7BP%7Dx%2BP(Ax%2BBu)
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cdot%7B%5Clambda%7D%20%3D%26%5Cdot%7BP%7Dx%2BP(Ax-BR%5E%7B-1%7DB%5ET%5Clambda)
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(Qx%2BA%5ETPx)%3D%26%5Cdot%7BP%7Dx%2BP(Ax-BR%5E%7B-1%7DB%5ETPx)
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%20(%5Cdot%7BP%7D%2BPA%2BA%5ETP%26-PBR%5E%7B-1%7DB%5ETP%2BQ)x%20%3D%200
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Entdo, para dimensionamento de um LQR se faz necessario apenas as equagodes
(6) e (7), assim como o sistema definido em (1) para realizar a sintonizagdo dos ganhos
em simulaco.

Substituindo o ultimo termo de (6) no sistema apresentado em (1), obtém-se a
nova equacao de espacgo de estados, mostrada em (8).

r=(A—Bk)r 8
y=1(C— Dk)x ®)

2.1 Calculo das matrizes Qe R

A diferenca entre as matrizes Q, a matriz de pesos de estado, e R, a matriz de
pesos de entrada, determina a velocidade de resposta do sistema: quanto maior Q em
relacdo a R maior peso se dara para o estado, tendo uma entrada de controle inferior.
Consequentemente, a referéncia sera alcangada de forma mais rapida.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A fim de comprovacédo dos conceitos anteriormente apresentados, sera
realizado a simulagdo do problema Péndulo Invertido sobre uma plataforma moével,
conforme modelado em (DORF, 2011).

Portanto, sera dimensionado um LQR para o sistema apresentado na Figura 1.

Com a caracteristica de que o carro se move livremente no eixo horizontal (*) e o
sistema tem controle de posi¢ao horizontal do carro, bem como do angulo & do
péndulo.

m, I
1
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Figura 1: Diagrama do sistema péndulo invertido sobre base movel

sendo o parametro M a massa do carro, b o coeficiente de atrito do carro com o trilho,

g o angulo do péndulo, / o centro de massa do péndulo, m a massa do péndulo e / a
inércia do péndulo.
O sistema € linear é descrito como em (1) com os seguintes variaveis de
—_ . T . .
estado * = [* £ 6]"  sendo as matrizes do sistema apresentadas em (9), com x
representando a posicdo do carro, * representado a velocidade do carro, &

representando a posigao angular do péndulo e g representando a velocidade angular
do péndulo.

Foram definidos os parametros como: M =0.5Kg, —m=0.2Kg,
b= 0.1kg.m*/s, [=0.006kg/m®>, g=98 m/s® o [1=03m  Fqo utilizado

Q1 = diag(1,0,1,0); Q2 = diag(5000,0,100,0) o RL =1. R2 =3 Aq matrizes Q e R
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sdo variadas para apresentar um controle com alto custo (Q < R

: {Q1,R2}) de custo
normal (Q=R : {Q1,R1}) e baixo custo (Q > R : {Q2,R1}).

r0 1 0 0
I+ml®)b , gl? 5
_U+mif)b 9D Ly o
A I(M +m) I(M +m)
0 0 0 1
mlb . mgllM + .
__(mib) 2 mglM+m) + Mml® 0
I(M+m) I(M +m) 1
(9)
0
(I+mi®) 2
I +Mml oo [1 00 n] . [u]
0 0 0 1 0 0
e + Mml-

As curvas do estado x utilizando as diferentes matrizes Q e R estio
apresentadas na Figura 2.
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—Posicéo Q1, R1 (normal)
Posicdo Q2, R1 (alto custo)
—Posi¢do Q1, R2 (baixo custo)

—Posigao angular Q2, R1(alto custo)
—Posigéo angular Q1, R1 (normal)
Posig¢ao angular Q1, R2 (baixo custo)
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Figura 2: Curvas de posicao linear (esquerda) e angular (direita)

4. CONCLUSOES

Foi mostrado que o regulador quadratico linear apresenta um método de
controle 6timo que visa diminuir o gasto de energia do sistema controlado. Além disso,
o LQR apresenta um ganho estatico, visto que a matriz de ganhos k ndo aumenta a
ordem do sistema em retroacdo. Ainda, como o controlador tem baixa complexidade,
permite ao projetista a liberdade de ponderar as matrizes Q e R de forma intuitiva e

rapida. O préximo passo € construir um protétipo e validar experimentalmente o método
proposto neste trabalho.
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