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1. INTRODUCAO

O disposicao de individuos pode ser representada através do modelo difusivo
linear, que combinado com termos de reacdo que correspondem a taxa de
crescimento e interacdo entre os individuos, constitui um modelo de reacédo-
difuséo.

Se esse modelo representar a interacao de duas espécies, cuja relacdo entre
elas é do tipo presa-predador e o Unico alimento do predador € a presa, que cresce
até um determinado nivel, entdo tem-se o sistema de Lotka-Volterra com difusdo
modificado (MURRAY,2001), que foi analisado anteriormente por DUNBAR (1986),
MURRAY (2003) e também é foco nos trabalhos de AZEVEDO (2013) e SABETI
(2007).

E possivel incluir uma funcéo de controle nessa equagéo com o objetivo de
preservar espécies ameacadas, bem como controlar o crescimento de populacdes
gue sao prejudiciais a determinadas atividades humanas. Um exemplo € controlar
a quantidade de pragas numa lavoura, a fim de reduzir o prejuizo econdémico.

Dessa forma, este trabalho objetiva apresentar um estratégia de controle
inserida no sistema de Lotka-Volterra com difusdo modificado, considerando a
teoria de solucéo por onda viajante e a teoria de controle 6timo realimentado para
sistemas néo lineares a fim de levar o sistema biologico ao estado de equilibrio
desejado.

2. METODOLOGIA

Considera-se que o movimento dos individuos no espaco ocorre da menor
concentragdo para a maior concentracdo, obedecendo a lei de Fick, obtém-se o
modelo, no tempo continuo, de Lotka-Volterra com difusédo constituido de EDPs:

{Wt = aw (1 — %) — bwv + DiWy,, 1)
Ve = WV — dv + D,vy,,

onde w = w(x,t) representa as presas e v = v(x,t) os predadores em funcdo do
tempo e do espaco, K € a capacidade de suporte da presa, a a taxa de reproducéo
da populacgéo de presas, b e ¢ sdo as taxas que medem os efeitos da interacdo de
presas e predadores, d a taxa de mortalidade de predadores, D, é coeficiente de
difusdo das presas e D, o coeficiente de difusdo de predadores. No estado
adimensional, considerando as mudancas de variaveis w = w/K, v = bv/a, t = at
ex= x(Diz)l/Z, onde D = D,/D,,a =cK/aeb=d/(gK), o sistema (1) torna-se:

we =w(l—w—7v)+ Dw,,,
{v =av(w—>b) +v )

t XX "

Observa-se que para fins de simplificagdo de notagédo, a “barra” foi
desconsiderada e D representa a razao entre os dois coeficientes de difuséo D =
D,/D,.
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Considerando que o comportamento dispersivo ocorre através de “frentes de
invaséo”, admita-se entdo que o sistema (2) tenha solucdo por onda viajante das
formas:

w(x,t) = wkx+ct) = W(z) onde z=x+ct, (3)
v(x,t) = vix+ct) = V(z) onde z=x+ ct, (4)
gue representam a movimentacdo da onda viajante para o lado esquerdo de x.

Aplicando a teoria de solu¢do por onda viajante e calculando as derivadas, o

sistema (2) é escrito na forma de equacdes diferenciais ordinarias, e encontra-se:
DW" —cW' =-WQA -W =V),
{V” —cV'=—aV(W — b) ®)

Outra simplificacdo que pode ser feita é considerar um sistema biolégico
plancténico-herbivoro, que consiste num sistema caracterizado pela interacdo de
espécies que flutuam na superficie das aguas de oceanos, mares e lagos
chamados plancton e animais que se alimentam de plantas (vegetais), na qual
somente o herbivoro se desloca, conforme encontramos em DUNBAR (1986) e
MURRAY (2001).

Nesse sistema, o coeficiente D;, que representa a difusédo das presas, € muito
menor que o coeficiente de difusdo de predadores, definido por D,. Desse modo,
como D = D,/D,, tem-se que D = 0 e assim consegue-se simplificar o sistema
(5) da seguinte forma:

cW =WQA-Ww-=1V),
{V” —cV'=—aV(W — b) (6)

Transformando a segunda equacéo do sistema (6) em duas EDOs de primeira
ordem considerando a mudanca de variavel:

zZ =V, (7)
e assim tem-se um sistema nao linear com trés equacoes:
,  w@a-w-v)
w===—
V=7 )

Z'=cZ—aV(W —b).
A partir do sistema (8) introduz-se funcdes de controle a fim de controlar o sistema
e leva-lo para o estado de equilibrio desejado. Para isso, utiliza-se a teoria de
controle linear realimentado para sistemas ndéo lineares, seguindo as ideias de
RAFIKOV et al. (2008). Desse modo, acrescenta-se uma funcdo de controle da
forma: U; = uj + u;, com i = 1,2,3, no sistema (8) obtendo-se:
W' = w(l1-w-v) +U,,

V'=Z+U,, 9
Z'=cZ—aV(W —b) + U;,
em que uj, u; e uj sdo os niveis desejados do controle, e uy,u, € u; Sao
responsaveis por controlar o sistema, conforme RAFIKOV et al. (2008).
Substituindo U, U, e U; consegue-se obter as fungdes que séo responsaveis por
estabilizar o sistema em torno do nivel 6timo desejado, dadas por:
(. —W@a-w-v"
u; = )
Cc
4 u, = =277,
ku§ =—cZ*+aV*(W*—=b).
Pode-se ainda, substituir as relagbes encontradas para uj, u; € uz em (10)
no sistema (9) e encontra-se:
W =W-W*"—W2+W* VW +V*'W* +u,,
V'=7—-7"+u,, (11)
Z'=cZ—cZ*—aVW + aV*'W* + abV — abV* + us.

(10)
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Agora, define-se:
W=y, +W* > y,=W-W"~,
V=y,+V* - y,=V-V" (12)
Z=y3+72" > y;=72-17",
como as perturbacdes do sistema. Nota-se que o sistema (11) pode ser reescrito
considerando (12). Assim tem-se:
yi' =y (1 =2W* = V)=y > =y1y, =y, W* +uy,
Y2 = Y3+ Uy, (13)
y3' = cy; —ay,(b—W") —ayy, —ay;V" + us.
gue pode ser reescrito na forma Y’ = AY + H(Y) + Bu, como:

yvi'| ni-zwr-v* -w* 0] 1 —y.2=V1 Y, 1 0 0] [W
y2'[= 0 0 1|2 |+ 0 +{o 1 of || (19)
ys' —al’” alb—wW=) cl s —ay,y, 0 0 1) lus

sendo que W* e V* sdo constantes conhecidas através do problema biolégico
estudado, A é a matriz de coeficientes constantes que acompanha o0s termos
lineares, H(Y) € um vetor dos termos nédo lineares e B € a matriz que acompanha
as funcdes de controle.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

A partir do sistema (13), considera-se o teorema (1) proposto por RAFIKOV
et al. (2008), para determinar a funcao de controle, conforme segue:

Teorema 1: Se existirem matrizes Q e R, positiva definidas, sendo Q simétrica, tais
gue a funcao:

LY)=YTQY —HY)TPY —YTP H(Y), (15)
seja positiva definida, entdo o controle linear U dado por:
u= —«kY, (16)

onde k = R™IBTP, é 6timo para transferir o sistema n&o-linear (14) a partir de
gualquer estado inicial ao estado final gim Y(t) = 0, minimizando o funcional:

J= f oo(L(Y) +uTRu)dt, (17)
0

onde a matriz simétrica positiva definida P(¥ t > 0) é a solugédo da formulacédo
matricial da equacao algébrica de Riccati:

PA+ ATP — PBR™BTP +Q =0, (18)
gue tem uma Unica solucéo positiva simétrica P > 0 para quaisquer R > 0e Q >
0 dadas. Além disso, tomando a fungdo de Lyapunov v = YT PY, verifica-se que v
€ negativa definida, e consequentemente, o sistema controlado (13) tem
estabilidade global.

Assim, consegue-se determinar os valores da matriz ganho k e
consequentemente, a funcéo de controle. De forma genérica tem-se:

Uy K11 K12 K3 Y1
Uz | = Y, . (19)
Us Vs

K21 Kz2 K33
K31 K3z K33

Agora, conhecida a funcdo de controle (19), pode-se substitui-la no sistema

perturbado (13) e encontra-se:

i’ =y (1 =2W* =V )=y ?=y1¥, — Y. W* + K11y, + K12Y, + K13V,
V2! = Y3+ K1y, + K22¥, + K3V, (20)
y3' =cy; —ay,(b —W*) —ayy, — ay, V" + K31y, + K32¥, + K33,
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E possivel resolver numericamente o sistema (20) obtendo as trajetdrias
temporais. Desse modo, a estratégia de controle proposta pode ser aplicada a
problemas que envolvem duas espécies, cuja relacdo é do tipo presa-predador.
Portanto, os coeficientes, bem como a distribuicdo das funcdes de controle, sao
especificos de cada problema bioldgico.

4. CONCLUSOES

A estratégia de controle 6timo linear realimentado, apresentada nesse
trabalho de forma genérica, pode ser aplicada em sistemas biologicos cuja
interacao é regida pelo sistema de Lotka-Volterra com difusdo modificado. Conclui-
se gque a estratégia proposta deve levar o sistema, indiferentemente das condi¢cfes
iniciais, ao estado de equilibrio desejado, que é informado através de experimentos
biolégicos. Como continuidade desse trabalho, pretende-se considerar um sistema
biolégico real e aplicar a estratégia de controle.
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