?;TSEEG%‘Z:: C ,D C I XXVl CONGRESSO DE
e e ¢ INICIACAO CIENTIFICA

UM ESTUDO SOBRE O CONJUNTO DE CANTOR
JONATHAN R. DA COSTA'; MAURICIO ZAHN?

'Universidade Federal de Pelotas — jonyjo2009@hotmail.com

Universidade Federal de Pelotas — mauricio.zahn@ufpel.edu.br

1. INTRODUGCAO

Dizemos que dois conjuntos X e Y nao vazios sdo equivalentes e
escrevemos X~Y, quando existir f: X—Y bijetiva. Dessa forma os conjuntos X e
Y estdo numa mesma classe e, portanto, dizemos que possuem a mesma
cardinalidade, e denotamos card (X) = card (Y).

Em um artigo de TARSKI (1924) é introduzido o conceito de numero
cardinal através de dois axiomas:

1. Todo conjunto esta associado com um objeto que €& seu numero
cardinal.

2. Dois conjuntos sdo equivalentes se, e somente se, possuirem o0 mesmo
numero cardinal correspondente a eles.

Quando X for um conjunto finito, o conceito de cardinalidade
corresponde a quantidade de elementos do conjunto. Por exemplo, o conjunto
X= {1,2,3,4,5} possui cardinalidade 5 e denotamos card (X) = 5. Do mesmo
modo o conjunto Y= {2,4,8,16,32} possui também cardinalidade 5 e, dessa
forma, ambos estdo numa mesma classe, a classe dos conjuntos de
cardinalidade 5.

Dizemos que um conjunto infinito X é enumeravel se ele estiver na
mesma classe do conjunto dos numeros naturais. Ou seja, um conjunto X
infinito € enumeravel se existir f: X — N bijecéo.

Georg Cantor (1845-1918) denotou a classe dos conjuntos enumeraveis
pela letra ¥, (Aleph-Zero). Ou seja, card (N) = x,. Em SIERPINSKI (1965)
mostra-se que: card (Z) = card (Q) = card (N) = x,.

Um conjunto infinito X € ndo enumeravel quando néo existir uma bijecao
com o conjunto N dos numeros naturais.

Cantor usou um método para demonstrar como o conjunto dos reais é
nao enumeravel, chamado de método da diagonal de Cantor. Tal prova é feita
por absurdo, supondo que intervalo (0,1) seja enumeravel. Cantor designou
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pela letra ¢ a classe dos conjuntos equivalentes ao conjunto R dos numeros
reais, ou seja, se X~ R ent&do, Cantor denotou

card (X) = card (R) = c.

Outros exemplos de conjuntos que possuem cardinalidade ¢ sdo o
conjunto dos numeros irracionais e o conjunto C de Cantor que
apresentaremos na Sec¢ao 3, objeto de estudo desse trabalho.

2. METODOLOGIA

O seguinte trabalho foi realizado por meio de pesquisas em livros e artigos
cientificos, através de encontros com o orientador, realizados semanalmente.
Buscamos construir um embasamento teorico para estudar o Conjunto de
Cantor. Desse modo, foi descrito no trabalho o que seria necessario para
provar que a cardinalidade do referido conjunto é o continuum c.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

No que segue descreveremos a construgdo de um conjunto especial,
definido por Conjunto de Cantor C. Denotemos C,= [0,1]. Retirando o intervalo

1 2 . 1 . 1 2
central aberto (g’ g)’ de comprimento o obtemos o conjunto C; = [0,5] U [5,1]. De
cada um dos dois subintervalos de C;, retiramos seus intervalos centrais

. 1 . . .
abertos de comprimento = © obtemos o conjunto C,, e assim continuamos
indefinidamente. Ou seja, determinamos os conjuntos.

* (, =[0,1], formado por 2° = 1 intervalo fechado;
e (= [0%] U [%,1], formado por 2! = 2 intervalos fechados;

. =10l 21 27 8 2 = 4 i
C, [0,9] U [9,3] U [3,9] V] [9,1], formado por 2 4 intervalos

8 1 2 19 20 7 8 25

fechados;
* GOV VEAUEIVE VULV E],

formado por 23 = 8 intervalos fechados;

e continuamos este processo indefinidamente. No passo n, teremos o conjunto
C, formado por 2" intervalos fechados. Abaixo, temos uma ilustracido dos
primeiros conjuntos C,, onde o primeiro segmento esta representando o
intervalo [0,1].
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Observe que cada C, € nao vazio, pois na sua construcdo, as
extremidades do conjunto C,_; permanecem e, recursivamente, este também é
nao vazio, pois contém as extremidades dos subintervalos de C,,_,, € assim por
diante.

Temos, assim, uma sequéncia de conjuntos (C,),, tal que
Co2C;DC,;,D..0C,DChi1D ...
Definimos assim:
Definigao 1. Com as notag¢des acima, o conjunto de Cantor C é definido por
C=NpoCr=CNc,Nc,N---
formado pela intersec¢ao de todos os C,,.

Observe que o conjunto de Cantor C € n&o vazio, pois conforme
observamos acima, em cada etapa de construcéo dos C,,, as extremidades dos
intervalos fechados sempre permanecem, portanto, permaneceréo em C.

Lema 2. Seja x = 0,a,a,a; ... = Y2, a;.37" a expansdo em base 3 de um
numero x € [0, 1]. Entéo, x € C se, e somente se, a,, €{0, 2}, Vn € N.

Observe que o lema acima nos ajuda a dar uma definigdo mais algébrica
para o conjunto de Cantor, sem usar o recurso de construcdo geométrica que
utilizamos para chegar a definigéo 1:

Definigédo 3. O conjunto de Cantor C é definido por
c={n-1a,3™a,=00ua, =2}.

De acordo com o Lema 2 mostra-se que as definicbes 1 e 3 sao
equivalentes.

O Lema 2 também ajuda na prova do seguinte resultado.

Proposigao 4. O conjunto de Cantor C é ndo enumeravel.
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Por fim, com base nos resultados acima obtidos, provamos a Proposi¢cao
abaixo, o principal resultado de nosso trabalho:

Proposigao 5. A cardinalidade do conjunto de Cantor C € o continuum c, ou
seja, card C = c.

4. CONCLUSOES

De nosso estudo notamos uma conclusdao que € “chocante” num certo
sentido: provamos que a cardinalidade do conjunto de Cantor C € o continuum
¢, a mesma cardinalidade do intervalo [0,1], muito embora C seja obtido a partir
de infinitas extragcdes de subintervalos de [0,1], todos de cardinalidade também
c. O conjunto C visualmente parece ser uma “poeira”, e mesmo assim, ele
ainda tem cardinalidade igual a do intervalo [0,1] original, ou seja, o conjunto de
Cantor C e o intervalo [0,1] estdo numa mesma classe de equivaléncia.
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