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1. INTRODUCAO

Ao longo do estudo do calculo integral-diferencial o estudante de matematica
(e dos cursos que se utilizam dela como ferramenta) tém contato com varios tipos
diferentes de funcgdes, graficos e estruturas matemaéticas. Dentre os contetdos
trabalhados esta o estudo das curvas no plano, tanto de maneira cartesiana
guanto em sua forma polar.

Em certo ponto (no curso de matematica visto na cadeira de Calculo Ill) é
apresentado o sistema de coordenadas polares, que se utiliza da distancia de
ponto & origem e o angulo formado entre o segmento origem-ponto e o eixo das
abscissas para determinar sua posicdo no plano (STEWART, 2014). Mais
especificamente, é tratado o estudo das curvas polares, como circunferéncias,
lemniscatas e limacgons, essa sendo o objeto de estudo deste trabalho.

Entretanto, ndo € foco das disciplinas de calculo estudar de maneira
aprofundada estas curvas, entdo sdo apenas apresentadas as equacdes gerais e
ja se parte para o calculo de areas através de integrais duplas.

Neste trabalho seréa apresentada uma definicdo de Limacon utilizando-se das
ferramentas da Geometria Diferencial (CARMO, 1971; TENEMBLAT, 2008) e do
estudo de curvas chamadas Conchoides (HOFFMAN, 2008) para entdo chegar a
parametrizagdo e comparar com a forma como foi tratada na disciplina de Calculo.

2. METODOLOGIA

Este trabalho foi realizado através de revisao bibliografica sobre a Limacon
(STEWART, 2014) em suas diferentes formas. Posteriormente, revisdo
bibliografica sobre Geometria Diferencial (CARMO, 1971; TENEMBLAT, 2008)
para aprofundamento do estudo de curvas no plano e, entdo, estudo das
Conchoides (HOFFMAN, 2008) para entédo se chegar de fato na parametrizacéo
polar da Limacon.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
3.1 ALIMACON

Dada pelas equacgdes gerais r(0) = acos(d) + b ou r(0) = asin(f) + b; onde
a,b e R*e 0 <6< 2r (STEWART, 2014), a Limagon € uma curva plana tratada ao
longo das cadeiras de Calculo no estudo de coordenadas polares.

Diferentes Limacons podem ser obtidas em funcdo dos valores de a e b,
podendo ou n&do haver auto-interse¢cao no seu traco.
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Figura 1: Cardioide (Tipo de Limagon) de Equacéo r(0) = cos(f) + 1
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Figura 2: Limagon de Equacéo r(f) = 2sin(f) — 1
3.2 ESTUDO DA GEOMETRIA DIFERENCIAL NO PLANO

Como o objeto de estudo é uma curva, deve-se primeiro definir o que é uma

curva.
Definicdo 1: Dado um intervalo aberto Z C R, definimos curva plana como sendo a
aplicacao
a:T — R?
e (x(t),y(1))
onde z(t) e y(t) séo funcdes reais de classe C*, k > 2, ou seja, 3 2" (t),y" (t) pelo
menos. Dizemos que a curva estd parametrizada por ¢t € Z e chamamos sua
representacédo grafica de traco da curva. (TENEMBLAT, 2008)

A partir da definicdo, podemos observar algumas particularidades das
curvas. Por definicdo, como z(t) e y(t) sdo C*, k > 2, dizemos que a curva é
_ (dz dy
~\dt’adt
curva). Mais do que isso, dizemos que uma curva é regular se o/ (t) #0V ¢t € Z.
Se, fixado ¢ =, temos que 3 o' (ty) ou o'(ty) = 0 entdo a curva possui uma
cuspide em t(, que se manifesta como um “bico” no seu tragco (CARMO, 2008).

continua V ¢t € Z e suave se 3 d'(t), o/(t) > V t € Z (vetor tangente a

2_
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Figura 3: Clspide no Trago de a(t) = (t3,t*) emt =0
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Tendo a definicdo de curva, podemos observar caracteristicas interessantes
acerca das curvas.
Definicdo 2: Uma curva esta parametrizada pelo comprimento de arco (p.c.a.) se,

t
dado um intervalo 7 C R difeomorfo a Z, |&/(s)| =1V se J, s :/ |’ (u)]du
to

t
onde s € uma fungdo diferenciavel com inversa diferenciavel e |’ (u)|du é a
to
funcdo comprimento de arco da curva a partir de um valor fixo ¢, até um valor
t € Z. (TENEMBLAT, 2008)
: - s dx d
Disto definimos um vetor tangente unitario t(s) = a/(s) = <d—x,d—y) onde
S S
seu sentido determina a orientagdo da curva. Além disso, aplicando uma rotagéo
de 90° no sentido positivo trigonométrico em t¢(s) obtemos um vetor normal

também unitario (jA que apenas a direcdo do vetor € alterada) dado por

n(s) = (—%, Z—i) (TENEMBLAT, 2008)
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Figura 4: Representacéo dos vetores Tangente e Normal no trago de uma curva
em um ponto qualquer

Através da definicdo (2) é possivel partir para o conceito de curvatura de
curva, que representa o quanto uma curva se afasta de uma reta.

Definicdo 3: Dado «(s) p.c.a., a curvatura k(s) é a funcdo real dada por
k(s) = (t'(s),n(s)) Vs € J onde t'(s) = a’’(s). (TENEMBLAT, 2008)

Note que, pela definicdo anterior, precisamos que a curva esteja p.c.a. para
poder calcular a curvatura. Porém a funcdo comprimento de arco que define o
parametro s pode ser de dificil solucdo ou mesmo nao apresentar solucdo
analitica. Para tanto, a curvatura k(t) para curvas ndo p.c.a é dada por

ro) = 209" — 2"y

(VEOPT@?)

onde t € Z (TENEMBLAT, 2008).
Teorema 1: Dado k(t) de uma curva qualquer a(t) sempre é possivel saber a
natureza da curva a menos de translacdo. Fixado um ponto P(zg,yo), € possivel
conhecer exatamente «(t). Este € chamado o Teorema Fundamental das Curvas
Planas. (TENEMBLAT, 2008)

Tendo um pouco mais aprofundado o estudo de curvas, parte-se entdo para
o estudo de um tipo especifico de curva, chamada conchoide.
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3.3 ESTUDO DAS CONCHOIDES

Nicomedes (280 AEC — 210 AEC) foi um matematica Grego que, assim como
seus contemporaneos, buscava a solu¢do da quadratura do circulo e a trissecéo
do angulo agudo, ambos problemas que hoje sabemos de impossivel solugédo
através da geometria classica. Através de seus estudos, Nicomedes criou a
Conchoide de Nicomedes, uma curva gerada a partir do afastamento em k
unidades de uma reta A\ no sentido oposto a um ponto fixo P chamado podlo.
(HOFFMAN, 2008).

Desta forma, tomando uma reta na forma polar A = p(6), temos que a
conchoide r(#) pode ser dada por 7(0) = p(f) + k conforme o angulo ¢ varia. Note
gue isto permite que existam dois ramos na conchoide, um no intervalo 0 < 6 < 7
e outro no intervalo © < 0 < 27. Além disso, é possivel generalizar esta definicao
tomando uma curva qualquer e um polo qualquer no plano. Assim, temos a
equacao r(f) = p(f) + k onde p(f) € uma curva polar qualquer e k¥ uma constante
real, com polo na origem do plano polar para simplificar o tratamento matemaético.

3.4 APARAMETRIZAGAO DA LIMAGON

Tomando circunferéncias polares na forma p(6) = acos(f) ou p(6) = asin(0),
a € R*, € possivel observar que se for adicionada uma constante b € R* obtemos
exatamente a equacdo geral da Limagon. Desta forma, a Limagon entdo é
definida como a conchoide de uma circunferéncia no plano polar.

4. CONCLUSOES

Este trabalho me proporcionou explorar a geometria diferencial de modo a
entender a relacdo entre uma curva e seu traco. Além disso, pude de fato
entender o que € uma Limagon e como sua equacao se origina. A continuacao
deste trabalho sera estudar se é possivel construir este tipo de curva, a Limacon,
através da definicdo pela conchoide da circunferéncia, no modelo da geometria
eliptica e/ou sobre o plano hiperbdlico.
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