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1. INTRODUÇÃO

Na intenção de modelar a incerteza de informações disponíveis em sistemas
de raciocínio, a abordagem fuzzy intuicionista no sentido de Atanassov permite
que sejam associados a cada elemento de um cojunto fuzzy intuicionista, um grau
de  pertinência  e  um  grau  de  não  pertinência,  que  não  são  necessariamente
complementares.  A relação  flexível  entre  esses  graus  não  complementares  é
expressa formalmente como o Índice Fuzzy Intuicionista de Atanassov (A-IFIx),
também chamado grau de hesitação.

Em  determinadas  aplicações,  o  especialista  não  têm  um  conhecimento
preciso  das  informações.  Nestes  casos  o  A-IFIx formaliza  através  de  uma
expressão,  as  incertezas  ou  falta  de  informações  para  a  identificação  de  um
elemento particular em um conjunto com base em lógica fuzzy intuicionista de
Atanassov (A-IFL).

Existem diversas aplicações de A-IFIx em regras de modelagem e inferência
no raciocínio fuzzy, mas em BARRENECHEA et al. (2009) é proposto um novo
conceito, o Índice Fuzzy Intuicionista Generalizado de Atanassov (A-GIFIx) que é
caracterizado em termos de operações de implicação fuzzy, e descrito por meio
de automorfismos. Em BUSTINCE et al. (2011), o  A-GIFIx é aplicado a funções
de agregação especiais, gerando a entropia fuzzy intuitionista de Atanassov que é
discutida e alguns exemplos são analisados.

O  objetivo  principal  desta  etapa  da  pesquisa  é  a  extenção  dos  estudos
anteriores das propriedades relacionadas ao A-GIFIx, visando a geração de novos
conectivos a partir do conceito de implicações fuzzy conjugadas, principalmente a
classe  de  S-implicações  e  suas  construções  duais.  Para  tal,  consideramos  a
negação padrão aplicada à implicações fuzzy conhecidas, como: R0, Lukaziewicz,
Reichenbach, Gaines-Rescher e I30 (LIN; XI, 2006).

2. METODOLOGIA

Com a realização do levantamento bibliográfico de estudos preliminares que
fundamentam a A-IFL,  as propriedades básicas das implicações fuzzy, a negação
padrão e conceitos básicos de automorfismos foram revisados, tendo em vista a
aplicação do A-GIFIx conjugado a S-implicações. Neste estudo, consideramos o
intervalo unitário U = [0,1].

De  acordo  com  a  Definição  4.1,  veja  KLEMENTE;  NAVARA (1999),  um
automorfismo φ:U→U é uma função bijetora e estritamente crescente 

A1: x ≤ y ⇔ φ (x) ≤ φ (y),  ∀ x, y  ∈ U.
Conforme  BUSTINCE  (2003)  um  automorfismo  φ:U→U é  uma  função

contínua, estritamente crescente, tal que 
A2: φ(0)=0 e φ(1)=1.
Seja  Aut(U) o  conjunto  de  todos  os  automorfismos.  As  operações  de

composição e reversão são fechadas em Aut(U): 
A3: φ ○ φ' ∈ Aut(U), ∀ φ, φ' ∈ Aut(U); e 
A4: φ ○ φ-1 = idU, ∀ φ, φ-1 ∈ Aut(U).



Uma função  fφ: Un→U é chamada  conjugada de  f : Un→U, e é dada pela
expressão:

fφ (x1, …, xn) = φ-1 ( f (φ (x1), …, φ (xn)))
Uma função  N: U→U é uma negação fuzzy (FN) se verifica as propriedades:

N1: N(0) = 1 e N(1) = 0; e N2: Se x ≥ y então N(x) ≤ N(y),  ∀ x, y  ∈ U
Uma FN é chamada de negações fuzzy forte (SFNs) (BUSTINCE, 2003) se

verifica N3: N(N(x)) = x,  ∀ x  ∈ U.
FODOR; ROUBENS (1994) introduzem a definição de implicação fuzzy  I:

U2→U, sempre que as condições a seguir são satisfeitas:
I1: Se x≤ z então I(x,y) ≥ I(z,y); I2: Se y≤ z então I(x,y) ≤ I(x,z);
I3: I(0, y) = 1; I4: I(x, 1) = 1;
I5: I(1, 0) = 0; I6: I(1, y) = y;
I7: I(x, I(y, z)) = I(y, I(x, z)); I8: I(x, y) = 1 ⇔ x ≤ y;
I9: I(x, y) = I(Ns(y), Ns(x)); I10: I(x, y) = 0 ⇔ x=1 e y=0;
Se I : U2→U é uma implicação fuzzy satisfazendo I1, então a função NI: U→

U pode ser definida como NI (x) = I (x, 0).
Seja S uma t-conorm e N uma negação fuzzy, uma S-implicação IS,N: U2→U

BUSTINCE et. al(2003) é uma implicação fuzzy definida por
IS,N (x, y) = S ( N (x), y).

S-implicações  satisfazem as  propriedades  I1,  I2,  I6,  I7,  I9 e  S-implicações
Fortes satisfazem além das anteriores, I3, I4, I10 e 

I11: I(x, y) ≥ Ns(x) (TRILLAS; VALVERDE, 2008).
De acordo com ATANASSOV (1989), um conjunto fuzzy intuicionista (IFS) AI

não vazio, no universo χ, é expresso como 
AI = {(x, μA(x), νA(x)): x  ∈ χ, μA(x) + νA(x)) ≤ 1}.

 Um elemento x em um IFS AI é expresso através de um par ordenado (μA(x),
νA(x)), o qual é uma generalização de um elemento em FS 

AI = {(x, μA(x)): x  ∈ χ, μA(x) + νA(x)) = 1}.
sendo νA(x), o valor do grau de não pertinência de um elemento x em AI.

Uma função  πA

 
: χ→U , determina o índice fuzzy intuicionista (IFIx) de um

elemento x ∈ χ em IFS AI, e está definida pela expressão
πA(x) = NS (μA (x) + νA(x)), x  χ, μ∀ ∈ A (x) + νA (x) ≤ 1

Uma negação fuzzy intuicionista (IFN)  NI : Ũ→Ũ satisfaz, para todo  ~x ,
~y  Ũ, as seguintes propriedades:∈

NI1: N( ~
0 ) = N(0, 1) = ~

1  e N( ~
1 ) = N(1, 0) = ; ~

0
NI2: Se ~x ≥ ~y então N( ~x ) ≤ N( ~y ).
NI3: N(NI( ~x )) = ~x , ∀ ~x  Ũ (SIFN)∈
Quando N é uma SIFN,  f é uma função intuicionista dual. Por BACZYNSKI

(2004 ) uma SIFN NI: Ũ→Ũ é uma SIFN sss existir uma SFN N: Ũ→Ũ tal que:
NI( ~x ) = (N ( NS (x1)), NS ( N (x2)))

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO

Definição:  Conforme  BUSTINCE et  al.  (2011),  consideramos a função  π:
Ũ→U chamada de índice fuzzy intuicionista generalizado associado a  SFN se
para todo x, y, z, t ∈ U, podermos considerar:

π1: π(x,y)=1 ⇔ x=y=0; π2: π(x, y) = 0 ⇔ x+y=1;
π3: se (z,t)≼Ũ(x,y) ⇒ π(x,y)≤π(z,t); π4: π(x,y)=π(NI(x,y)) se NI é SFN.

Proposição 1: Seja  NI uma  SFN, a função  π: Ũ→U é chamada  A-GIFIx(N) sss
existir uma função I:U2→U que verifica I1, I8, I9 e I10 tal que:

πI (x, y) = NI (I (1 – y, x))



Na  tabela  1  apresentamos  o  índice  fuzzy  intuicuionista  de  Atanassov
associado as implicações fuzzy: R0, Lukaziewicz, Reichenbach, Gaines-Rescher e
I30.

Tabela 1: Exemplificando A – GIFIx

3.1 A-GIFIx conjugado à Implicações Fuzzy
Proposição 2: Sejam NI uma SIFN, φ ∈ Aut(U). A função π: Ũ→U, é dada por: 

πIφ
 (x, y) = NIφ (Iφ (1 – y, x))

Prova: Suponha que 
π1: Nφ(Iφ (1 − y, x)) = 1  I⇔ φ (1 − y, x) = 0  φ⇔ -1(I (φ (1 − y), φ (x))) = 0 ⇔

I (φ (1 − y), φ (x)) = 0  φ (1 − y) = 1 e φ (x) = 0 ⇔ ⇔
1 – y = 1 e x = 0  y=0 e x=0;⇔

π2: Nφ(Iφ (1 − y, x)) = 0  I⇔ φ (1 − y, x) = 1  φ⇔ -1(I (φ (1 − y), φ (x))) = 1 ⇔
I (φ (1 − y), φ (x)) = 1  φ (1 − y) = 1 ⇔ ≤ φ (x) = 0 ⇔
1 – y = x  x + y=1;⇔

π3: (z, t) ≼ (x, y) ⇒ z ≤ x e t ≤ y  ⇒ z ≤ x e
 
NS (t) ≤ NS(y)  ⇒

φ(z) ≤ φ(x) e φ(1 - t) ≥ φ(1 – y) ⇒
Nφ(Iφ (1 − y, x)) ≤ Nφ(Iφ (1 − t, z))  ⇒ πIφ (x, y) ≤ πIφ (z, t);

π4: NI é SIFN, π (NI(x, y) = πIφ (N (NS(y)), NS ( N(x))) =
Nφ( Iφ ( Ns

2 ( N(x)), N ( Ns(y))) = Nφ ( Iφ ( N(x), N ( Ns(y))) =
Nφ ( Iφ ( N2 ( Ns(y)), N2(x)) = Nφ Iφ ( Iφ ( Ns(y), x)) = π(x,y).

Na tabela 2, as implicações da tabela 1 são associadas φ (x) = x2 e φ-1= √x

Tabela 2: A – GIFIx associadas  à φ (x) = x2 e φ-1= √x

3.2 A-GIFIx associado à S-Implicações
Conforme BACZYNSKI (2004), uma implicação fuzzy contínua  I satisfaz as

propriedades  I7 e  I8 sss quando associada a implicação de Reichenbach (Iφ
RB)

seguindo as seguintes proposições:



Proposição 3: Seja φ1 e φ2 automorfismos em U, (BUSTINCE et. al, 2011). Então:
πI

φ
RB(x) = φ1

-1(φ2 (1 - x2) - φ2(x1)),  ∀ x  ∈ U,
é um A-GIFIx associado a uma SFN N(x) = φ2

-1(1 – φ2(x)).
Proposição 4:  Seja  NI uma  SFN.  Uma função  π:Ũ ⇾ U é uma  A-GIFIx(N) sss
(S,N)-implicação IS,N: U2⇾U tal que 

πI
 (x, y) = N (S (N (1 – y), x))

Prova: πI(x,y) = N ( IS,N (1 - y, x)) = N ( S ( N (1- y), x)), para todo (x,y)  ∈ Ũ. 
Quando N = Ns, então: πI(x,y) = NS ( S (x, y)).

4. CONCLUSÕES

Neste  trabalho,  o  conceito  de  índice  fuzzy  intuicionista  generalizado  de
Atanassov  foi  extendido  por  diferentes  métodos  de  construção,  em particular,
utilizando as definições de automorfismo fuzzy conjugado à S-implicações.

A  continuação  dos  trabalhos  considera  a  extensão  do  estudo  das
propriedades  verificadas  pelo  A-GIFIx aplicado  às  co-implicações  fuzzy  e  a
inserção dos conceitos de agregadores e entropia associados à abordagem fuzzy
intuicionista.
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