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1. INTRODUÇÃO 

Este trabalho estende o estudo da robustez em sistemas fuzzy. Após 
estudos prelininares introduzidos em REISER et al. (2014) e ZANOTELLI et al. 
(2015), este artigo considera a análise da robustez definida pela  -sensibilidade 

dos operadores de (co)diferença na Lógica Fuzzy Intuicionista de Atanassov (A-
IFL) ATANASSOV, GARGOV (1989).  

Focando em componentes ponto a ponto obtidos pelas projeções relativas 
às funções de pertinência e não pertinência, esta análise pode melhorar o estudo 
da estabilidade de sistemas baseados em regras fuzzy intuicionista.  

Consideram-se as negações fuzzy intuicionistas representáveis, incluindo o 
conceito de dualidade correspondente. Como principal resultado, mostramos a  -

sensibilidade do operador de diferença fuzzy, com base no estudo da  -

sensibilidade de classes representáveis por normas e conormas triangulares. 
Este artigo está organizado da seguinte maneira. Em primeiro lugar, 

descrevem-se os conceitos básicos da A-IFL. A  -sensibilidade da A-IFDs e A-

IFEs, incluindo os resultados gerais que são apresentados na seção 3. 
Considerações finais e continuação do trabalho são relatadas na conclusão. 

2. METODOLOGIA 

Os procedimentos metodológicos se referem ao estudo da extensão fuzzy 
dos conectivos de diferença e (co)diferença fuzzy intuicionista, mas para isso 
precisamos nos reportar a noção da Lógica Fuzzy Intuicionista (ILF) relativo a 
negações, diferença e (co)diferença, definidos a partir de propriedades algébricas 
brevemente descritas a seguir. 

Seja 𝑈  = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ U
2
 |𝑥1   Ns (𝑥2)} os valores de um conjunto fuzzy 

intuicionista e 𝑙𝑈 , 𝑟𝑈  : 𝑈 → 𝑈 a função de projeções em 𝑈 , como são dadas por 

𝑙𝑈 (𝑥 ) = 𝑙𝑈 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 e 𝑟𝑈 (𝑥 ) = 𝑟𝑈 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2, respectivamente . 

Assim, para todo 𝑋  = (𝑥 1, … , 𝑥 𝑛 ) ∈ 𝑈 𝑛 , tal que 𝑥 𝑖  = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2) e 𝑥𝑖1   𝑁𝑆(𝑥𝑖2) 

onde 1   i n, considerando 𝑙𝑈 𝑛 , 𝑟𝑈 𝑛  : 𝑈 𝑛 → 𝑈  como segue nas Eqs.(1) e (2): 

𝑙𝑈 𝑛 (𝑋 ) = (𝑙𝑈  𝑥 1 , 𝑙𝑈  (𝑥 2), ..., 𝑙𝑈  𝑥 𝑛 ) = (𝑥11 , 𝑥12,… ,𝑥𝑛1);   (1) 

𝑟𝑈 𝑛 (𝑋 ) = (𝑟𝑈  𝑥 1 , 𝑟𝑈  (𝑥 2), ..., 𝑟𝑈  𝑥 𝑛 ) = (𝑥12 , 𝑥22,… ,𝑥𝑛2).   (2) 

Por ATANASSOV, GARGOV (1989) para 𝑥 , 𝑦  ∈ 𝑈 , a relação de ordem ≤U  é 

dado como 𝑥    𝑈  𝑦   𝑥1  ≤  𝑦1 e 𝑥2  ≥  𝑦2, tal que 0 =  0,1 ≤𝑈 𝑥  e 1 =
 1,0 ≥𝑈 𝑥 . 

Uma negação fuzzy intuicionista (IFN), 𝑁𝐼 : 𝑈 → 𝑈  satisfaz as propriedades: 

𝑵𝑰1: 𝑁𝐼(0 ) = 𝑁𝐼 0,1 = 1  e 𝑁𝐼(1 ) = 𝑁𝐼 1,0 = 0 ; 
𝑵𝑰2: Se 𝑥  ≥ 𝑦  então 𝑁𝐼(𝑥 ) ≤ 𝑁𝐼(𝑦 ),   𝑥 , 𝑦  𝑈 . 

Em adição, se 𝑁𝐼 é uma negação fuzzy intuicionista forte (SIFN) então: 

𝑵𝑰3: 𝑁𝐼 (𝑁𝐼 (𝑥 )) = 𝑥 , 𝑥 𝑈 . 

Seja 𝑁𝐼 uma IFN. Onde 𝑓 : 𝑈 𝑛  → 𝑈 , a 𝑁𝐼-função dual intuicionista de 𝑓 , 
denotado por 𝑓 𝑁𝐼

:𝑈 𝑛 → 𝑈  é dado pela Eq.(3): 

𝑓 𝑁𝐼
 𝑋  = 𝑁𝐼(𝑓( 𝑁𝐼   𝑥 1 , … , 𝑁𝐼(𝑥 𝑛) )), 𝑋 = (𝑥 1, … , 𝑥 𝑛) 𝑈 𝑛 .  (3) 
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Por CORNELIS et al. (2004), 𝑁𝐼 : 𝑈 
𝑛 → 𝑈  é uma SIFN se e somente se existe 

uma 𝑁: 𝑈 → 𝑈 tal que a Eq.(4) é satisfeita: 

  𝑁𝐼 (𝑥 ) = (𝑁(𝑁𝑆(𝑥2)), 𝑁𝑆(𝑁(𝑥1))),   𝑥  𝑈    (4) 

Adicionalmente, se 𝑁 =𝑁𝑆 a Eq.(4) pode ser reduzida para 𝑁𝐼 (𝑥 ) = (𝑥2, 𝑥1). 

Uma função  𝑆𝐼 𝑇𝐼: 𝑈 
2 → 𝑈 , é uma (co)norma triangular fuzzy intuicionista (t-

(co)norma), se é comutativa, associativa, monotonica não-decrescente, com 

elemento neutro  0  1 , denotada por A-IFT(A-IFS). Por CORNELIS et al. (2004) 

definição 5, uma t-(co)norma intuicionista é representável quando satisfaz duas 
condições: 

(i) Existem 𝑇′, 𝑇(𝑆′, 𝑆) : 𝑈2 → 𝑈 tal que  

𝑇 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑁𝑆(𝑆(𝑁𝑆 𝑥  , 𝑁𝑠(𝑦)));  

𝑇′ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑁𝑆(𝑆′(𝑁𝑆 𝑥  , 𝑁𝑠(𝑦))),   𝑥, 𝑦  𝑈. 

(ii) Para todo 𝑥 =  𝑥1, 𝑥2 , 𝑦 =  𝑦1, 𝑦2  𝑈 , tem-se que  

𝑇𝐼 𝑥 , 𝑦  =  𝑇 𝑥1, 𝑦1 𝑆 𝑥2, 𝑦2  ; 

𝑆𝐼 𝑥 , 𝑦  = 𝑆 ′(𝑥1, 𝑦1), 𝑇′ 𝑥2, 𝑦2 .    (5) 

Definição 1. Em HUAWEN, 𝐷𝐼(𝐸𝐼) : 𝑈 2 → 𝑈  é uma Atanassov-(co)diferença 

fuzzy intuicionista (A-IFD (A-IFE)), se satisfaz, para todo 𝑥 , 𝑦 , 𝑧  𝑈 , as seguintes 
propriedades: 

𝑫𝑰𝟎: 𝐷𝐼(𝑥 , 𝑦 )   𝑥 ; 
𝑫𝑰𝟏: 𝐷𝐼(𝑥 , 0 )  =  𝑥 ; 

𝑫𝑰𝟐: 𝑦 𝑧 →  𝐷𝐼(𝑥 , 𝑦 )   𝐷𝐼(𝑥 , 𝑧 ); 

𝑫𝑰𝟑: 𝑥 𝑦  →  𝐷𝐼(𝑥 , 𝑧 )   𝐷𝐼(𝑦 , 𝑧 ); 

𝑫𝑰𝟒: 𝐷𝐼(1, 𝑥 )  =  𝑁𝐼(𝑥 ) é uma IFN. 
 

𝑬𝑰𝟎: 𝐸𝐼(𝑥 , 𝑦 )   𝑥 ; 
𝑬𝑰𝟏: 𝐸𝐼(𝑥 , 1)  =  𝑥 ; 

𝑬𝑰𝟐: 𝑦  𝑧  →  𝐸𝐼(𝑥 , 𝑦 )  𝐸𝐼(𝑥 , 𝑧 ); 

𝑬𝑰𝟑: 𝑥   𝑦 →  𝐸𝐼(𝑥 , 𝑧 )   𝐸𝐼(𝑦 , 𝑧 ); 
𝑬𝑰𝟒: 𝐸𝐼(0, 𝑥 )  =  𝑁𝐼(𝑥 ) é uma IFN. 
 

Proposição 1. Para todo 𝑥 , 𝑦  𝑈 , o operador 𝐷𝐼(𝐸𝐼) : 𝑈 2 → 𝑈  dado pelas 
Eqs. (6) e (7) é um operador (co)diferença fuzzy intuicionista (A-IFD e A-IFE): 

   𝐷𝐼 𝑥 , 𝑦  = (𝑇𝐼 𝑥 ,𝑁𝐼 𝑦  ) ;      (6) 

   𝐸𝐼 𝑥 , 𝑦  = (𝑆𝐼(𝑥 , 𝑁𝐼(𝑦 ))) .    (7) 

Proposição 2. Seja 𝑇𝐼(𝑆𝐼) um operador A-IFT(A-IFS) representável. A 

função 𝐷𝐼(𝐸𝐼) : 𝑈 2 → 𝑈 , dada pela Eq.(6) (Eq.(7)), 𝑥 , 𝑦    𝑈
  pode ser expressa 

da seguinte forma: 

𝐷𝐼 𝑥 , 𝑦  =  𝑇(𝑥1, 𝑦2 , 𝑆(𝑥2, 𝑦1));     (8) 

𝐸𝐼 𝑥 , 𝑦  =  𝑆(𝑥1, 𝑦2 , 𝑇(𝑥2, 𝑦1)).    (9) 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

3.1. ROBUSTEZ DOS CONECTIVOS FUZZY INTUICIONISTA 

Introduzimos a definição da  -sensibilidade de uma função de orden n 𝑓𝐼 : 

𝑈 𝑛 → 𝑈  no ponto 𝑋 = (𝑥 1 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛) 𝑈 𝑛 . Assim, quando 𝛿 = (𝛿1, 𝛿2)   𝑈
2, a  -

sensibilidade de um operador intuicionista 𝑓𝐼 no ponto 𝑋 𝑈 𝑛  é definida nos 

termos das projeções a esquerda (𝑙𝑈 𝑛 (𝑋 )) e projeções a direita (𝑟𝑈 𝑛 (𝑋 )) 
relacionando a  -sensibilidade do grau de pertinência e não-pertinência de um 

elemento 𝑥   𝑋 associado com o IFS 𝑓𝐼(𝑈 
𝑛). 



 

 

Mostra-se que o estudo da robustez preserva as funções de projeções e 

pode-se analisar a  -sensibilidade em cada um dos argumentos (𝛿1, 𝛿2) de forma 
independente. 

3.1.1. Robustez dos operadores de diferença fuzzy intuicionista 

As seguintes notações devem ser consideradas: 

  𝑋 = (𝑥 , 𝑦 ); 

 𝑓𝐼𝑋   𝑓𝐼((𝑥 − 𝛿 )  0, (𝑦 + 𝛿 )  1); 

 𝑓𝐼  𝑋   𝑓𝐼((𝑥 + 𝛿 )  1, (𝑦 − 𝛿 )  0). 

Proposição 3. Se 𝑓𝐼 : 𝑈 2 → 𝑈  verifica ambas propriedades, isotônica no 

primeiro argumento e antitônica no segundo argumento e 𝛿 = (𝛿1, 𝛿2)   𝑈
  o 

seguinte é verificado: 

𝑓 (𝑋 ,  )  =  (  𝑓𝑋   − 𝑓(𝑋 ))  ( 𝑓(𝑋 ) − 𝑓𝑋   ), 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 )   𝑈
 2  (10) 

É estudado a robustez da A-IFD e operador dual no ponto 𝑋    𝑈
 2. 

Proposição 4. Quando 𝐷𝐼  (𝐸𝐼) : 𝑈 2 → 𝑈 ,  𝛿 = (𝛿1, 𝛿2)   𝑈
 , então: 

𝐷𝐼   𝑋 ,   =    𝐷𝐼𝑋   −  𝐷𝐼 𝑋       𝐷𝐼 𝑋  − 𝐷𝐼𝑋    ;   (11) 

𝐸𝐼  (𝑋 ,  )  =  ( 𝐸𝐼𝑋   −  𝐸𝐼(𝑋 ))  (  𝐸𝐼(𝑋 ) − 𝐸𝐼𝑋   ),  𝑋 = (𝑥1, 𝑥2)   𝑈
 2(12) 

Proposição 5. Seja 𝐷𝐼  (𝐸𝐼) : 𝑈 2 → 𝑈  um operador (co)diferença 

representável dado pelas Eqs. (8) e (9). Onde 𝛿 = (𝛿1, 𝛿2)   𝑈
 2, a  -sensibilidade 

de 𝐷𝐼 no ponto 𝑋  é definida por  

𝐷𝐼   𝑋 ,   = (𝐷 (𝑙𝑈 (𝑁𝑆(𝑥1), 𝑥2), 𝛿1), 𝐷 (𝑟𝑈 (𝑁𝑆(𝑥1), 𝑥2), 𝛿2)).   (13) 

Analogamente, a  -sensibilidade de 𝐸𝐼 no ponto 𝑋  é definida por 

𝐸𝐼   𝑋 ,   = (𝐸 (𝑙𝑈 (𝑥1 , 𝑁𝑆(𝑥2)), 𝛿1), 𝐸 (𝑟𝑈 (𝑥1, 𝑁𝑆(𝑥2)), 𝛿2))   (14) 

A Figura 1 mostra os principais resultados das proposições 4 e 5, garantindo 
a comutatividade das composições: projeções e operador de (co)-diferença. 

     Eq.(10) 

(𝑋 ,  )       𝐷𝐼   𝑋 ,    
 

        Eqs.(1)(2)    Eqs.(1)(2) 
 

     Eqs.(11)(12) 

(𝑟𝑈 2 (𝑋,  ), 𝑙𝑈 2 (𝑋,  ))         (∆(𝑙𝑈 °𝐷𝐼) 𝑥 , 𝑦  , ∆(𝑟𝑈 °𝐷𝐼) 𝑥 , 𝑦  ) 
 

Figura 1. Robustez do operador na classe A-IFDs representáveis 

Teorema 1. Considere 𝛿 ∈ 𝑈 e 𝑋 ∈  𝑈2. Segue-se que um par de funções 
𝑁𝑆𝐼 -dual 𝐷𝐼 e 𝐸𝐼 pode ser descritas pelas seguintes expressões: 

(i) 𝐷𝐼    0 , 0  ,    = 𝐸𝐼    1 , 1  ,    e 𝐷𝐼    0 , 1  ,    = 𝐸𝐼    1 , 0  ,    

(ii) 𝐷𝐼    1 , 0  ,    = 𝐸𝐼    0 , 1  ,    e 𝐷𝐼    1 , 1  ,    = 𝐸𝐼    0 , 0  ,    

 
Se 𝐷𝐼 = 𝐷𝑇𝑃,𝑁𝑆 𝐼 e 𝐸𝐼 = 𝐸𝑆𝑃,𝑁𝑆 𝐼, a Tabela 1 sumariza  -sensibilidade em A-IFD 

e A-IFE, relacionadas nos pontos terminadas de 𝑈 . 



 

 

Tabela 1: Robustez dos operadores A-IFD E A-IFE nos pontos terminais 

𝑋  𝐷𝑇𝑃,𝑁𝑆 𝐼
 𝐸𝑆𝑃,𝑁𝑆 𝐼

 

 0 , 0   (1,1) (𝛿1, 𝛿2) 

 0 , 1   (1 −  1 − 𝛿1)𝛿1 , 1 − (1 − 𝛿2)𝛿2    𝛿1
(1−𝛿1), 𝛿2

(1−𝛿2)  

 1 , 0    𝛿1
(1−𝛿1), 𝛿2

(1−𝛿2)  (1 −  1 − 𝛿1)𝛿1 , 1 − (1 − 𝛿2)𝛿2  

 1 , 1   (𝛿1, 𝛿2) (1,1) 

4. CONCLUSÃO 

O operador de robustez, baseado na  -sensibilidade de um conetivo fuzzy 

intuicionista, de ordem n e no ponto 𝑋 ∈ 𝑈𝑛 , preserva as funções de projeções, 
operando de forma independente nos argumentos de cada conectivo fuzzy 
intuicionista em A-IFL. Esta análise também preserva as construções duais.  
 

Como continuação do trabalho, foca-se na análise da sensibilidade de 
outros conectivos fuzzy, bem como das relações fuzzy que compõem as regras 
de inferência. 
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