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1. INTRODUÇÃO 
 
Os compósitos são materiais que contém dois ou mais componentes, fazem 

parte de uma classificação dos materiais heterogêneos, crescentemente estão sendo 
utilizados em diversas áreas do conhecimento como mecânica de estruturas e 
representação de alguns fenômenos naturais como o escoamento de água no solo ou 
até a distribuição de poros em uma rocha 

Nesse contexto, apresenta-se o Método de Homogeneização Assintótica (MHA), 
que busca encontrar as propriedades efetivas da macroescala dos compósitos. 
Contudo, conforme MATT (2003) muitas vezes quando não consegue-se obter um 
valor exato para as propriedades efetivas, logo utiliza-se cotas variacionais, partindo 
do princípio de que a microestrutura de um material compósito raramente poder ser 
completamente especificada.    

Desse modo, o presente trabalho objetiva-se em encontrar cotas elementares e 
melhoradas para um compósito bifásico unidimensional, por diferentes métodos e 
comparar com os resultados obtidos através do método de homogeneização 
assintótica. 

 
2. METODOLOGIA 

 
Formulação Variacional do Problema  
Seja um compósito ocupando uma região Ω, para a obtenção das cotas 

variacionais para energia efetiva ˆ ( )W  é preciso utilizar do Princípio da Mínima 

Energia, em que a energia de deformação efetiva, é dada por: 
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Similarmente, pelo princípio de mínima energia complementar, a energia de 

tensão efetiva complementar ( )W  , é dada por: 
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Em que ( , )W x 
 é a energia complementar ,considerando que      e 

  : 
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Obtenção das cotas clássicas 
Têm-se as cotas chamadas cotas clássicas ou elementares, que quando 

substituído     em (1): 
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Obtêm-se a cota de Voigt , em que: 

( )r rc x                                                                          (6) 

É condizente com a quantidade de volume presente em cada concentração da 

geometria. Enquanto que ( )r x é uma função indicadora da fase do compósito, 
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Quando substituído    em (2): 
ˆ ( ) ( )W W                                                                       (7) 

Aplicando a definição de supremo em (7), encontra-se a cota de Reuss, outra 
cota elementar. 

 ˆ ( ) ( ) ( )W W W
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Deste modo, encontra-se o que é conhecido como “Garfo de Hill”, ou seja as 

cotas elementares para ˆ ( )W  . 
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Utilizando a definição clássica de energia 
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Obtenção das cotas melhoradas 
Entretanto para conhecer melhor o comportamento do compósito pode-se 

melhorar as cotas por meio da estrutura variacional generalizada de Hashin-Strikman 

desenvolvida por TALBOT; WILLIS (1992). Sendo 
0 ( , )W x  o potencial constitutivo 

de um composto de comparação aplicando a transformada de Legendre, que consiste 
na transformação de um espaço primal para um espaço dual. Sendo assim, em 

0( )( , )W W x   terá-se 
0( ) ( , )W W x  , para    arbitrário, resultando na seguinte 

forma: 
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Através do Princípio da Mínima Energia de (1) em (10), tem-se a cota inferior 
formal: 
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Considerando    faz-se uma polarização da constante de forma que a cota 
inferior: 
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Quando 0  , a cota inferior apresenta-se da seguinte forma: 
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Caracterizando a cota inferior de PONTE CASTAÑEDA (1991). 
 

 
Obtenção do Coeficiente efetivo via MHA 
O coeficiente obtido via MHA, é apresentado conforme BAKHVALOV; 

PANASENKO (1989). Sendo ( )a y , a função que carrega propriedades da 

microestrutura. Assim o coeficiente efetivo para a célula global poderá ser encontrado 
através da seguinte forma: 

          
1
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onde .  é o operador média de uma função, que no caso de um material periódico, é 

dado por: 
1
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3. RESULTADO E DISCUSSÃO 

 
Para a aplicação de um exemplo, utiliza-se um compósito linear, bifásico, 

unidimensional e periódico, com contato perfeito entre as fases. Sendo a1 e a2 
propriedades elásticas dos materiais constituintes, a relação constitutiva é expressa 
como: 
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Desse modo, na Figura 1 apresenta-se para diferentes famílias de compósitos 
as cotas superior e inferior clássicas (CSC e CIC), cota inferior melhorada (CIM) e o 
coeficiente efetivo encontrado via MHA, aplicadas na relação constitutiva supracitada.  

 

 
Figura 1. Cotas clássicas, melhoradas e via MHA para diferentes famílias de 

compósitos. 



 

 

Observou-se que para todas as famílias de compósitos apresentadas, as cotas 
inferiores melhoradas e clássicas demonstram os mesmos resultados que as obtidas 
via MHA, o que também foi verificado analiticamente. 
 

4. CONCLUSÃO 
 
Conseguiu-se obter com sucesso as cotas clássicas e melhorada para o 

coeficiente efetivo no caso considerado, e ainda sua proximidade com o coeficiente 
obtido com o MHA. Conclui-se neste caso, que ao otimizar as cotas inferiores 
clássicas encontra-se exatamente o coeficiente efetivo via MHA. 
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