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1. INTRODUCAO

O conjunto de métodos para modelar matematicamente fen6menos dindminos
e estaticos que ocorrem em meios que apresentam micro-heterogeneidade
estrutural é conhecido com homogeneizacdo matematica. Um deles € o Método de
Homogeneizacdo Assintotica (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) que permite
transformar problemas sobre meios periodicos, nos quais a heterogeneidade pode
ser reproduzida repetindo periodicamente uma célula basica, caracterizados por
coeficientes rapidamente oscilantes (problema original), em outros sobre um meio
homogéneo (problema homogeneizado) assintoticamente equivalente ao
heterogéneo (LIMA, 2016). Quando temos um meio heterogéneo nao-periodico,
muitas vezes podemos considerar uma amostra representativa desse meio como
uma célula basica e utilizar os métodos desenvolvidos para o caso perodico.
Contudo, quando isto néo é possivel, uma alternativa é o Método dos Dois Espacos
(KELLER, 1980). Neste trabalho, abordaremos homogeneizacdo de um problema
de contorno unidimensional pelo Método dos Dois Espacos e compararemos, de
forma analitica e grafica, as solu¢des exata e homegeneizada de um problema.

2. METODOLOGIA
Sejametalque 0 < ¢ K 1, e k(x,y) e f(x,y) funcdes de classe C»([0,1] x

R), com k(x, y) positiva e limitada, sendo y = z . Analisaremos o seguinte problema
de contorno:

% [k (x%) Ci;:] = f (x%) x € (0,1), u(0)=0, CEZC =0 (1)

Para construirmos o problema homogeneizado, consideramos a derivada

total: ;—x=i+ ¢12  Substituindo-a na EDO em (1) e atribuindo L,z =

ax

€

% (k(x, y) %) como um operador diferencial obtemos:
%L u® + e Ly uf + 7 L uf + e 2Ly uf = f (2)
Nesta aplicacdo do Método dos Dois Espacos procuramos uma solucao
assintética formal u® (x, €) do problema (1) da forma:
uf(x) = uP(x, ) = uo(x,y) + euy(x, y) + e2u, (x, y) + 0(e?), 3)
em que as funcdes u; (x, y) sao limitadas e diferenciaveis por hipétese. Substituindo
(3) em (2) e agrupando por poténcias do parametro pequeno & obtemos uma
igualdade assintotica que sera satisfeita somente se existem u;(x, y) tais que se
cumprem as relagdes seguintes:
€72t Lyyuy =10 (4)
7't Lyyug + Lyyug + Lyyu; =0 (5)
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sO:Lxu0+Lyu1+Lxu1+Lyu2—0 (6)
Iniciaremos com a equacao (4). Voltamos para a forma — (k(x )a”") =0.

Integrando duas vezes de y, até y:
y

dy'
k(x,y")
Yo
Multiplicando a equacéo (7) por ﬁ e aplicando o limite quando y — oo temos
-Jo

ou

auo

uy = up(x, yo) + k(x, 3’0) (7)

Y=Yo

= 0, que vale para qualquer y, € (0,+%) e portanto vale também para

0y ly=y,
todo y. Assim, u, ndo depende de y:
uO(xJ y) = uO(x) (8)
Agora trabalharemos coma equagéo (5). Voltamos para a forma:
ou, dug auo
Plken T =k wn e -k wn ©
Podemos S|mpI|f|car a equagao (9) substituindo (8)
[ 6u1 _ 0Okduy (10)
)5 dyl 0y dx
Em seguida integramos duas vezes de y, até y, multiplicamos toda a equacao por
Y—=Yo
0 1 ‘ dy' du
U y 0
k(x,y)—=— + k(x, — = 11
[ Co) ayl,_, ( y°) PRy =y ) k) T & ()
Yo
Se lim — N 0¥ _ axiste, entdo consideramos que:
y—00 Y=Yo “Yo k(x,yr)
y _1
1 dy'
ko(x) = | lim - (12)
° yooy =yo J k(xy)
Assim:
ou, du, _, _ dug
k (x, Y)a— - + k(x,¥0) E] ko)™ = —~ (13)

Multiplicando toda a equacgéo (13) por k,(x) e analisando que se vale para qualquer

Y, entéo vale para todo y, temos:

ou, dug
k (x, y)% = —k (x, y) 2t k()= (14)

Por fim, trabalharemos com a equacéo (6).

aay (ke y)%) - —;—y (ke 20 -

7 (ke 52) = 55 (ke 52) + £

Note que podemos simpllflcar (15) utilizando os resultados anteriores calculados
em (8) e (14), assim restamos com:

(15)

d
dy
Integrando (16) em relacdo a y de y, até y, multiplicando por

ou, ou, 9 dug
kG Gt ke gl =~ 5 [ T +fey a8

e calculando o

Y—Yo

limite quando y — oo, obtemos:
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duo
k — 17
lim = 2 [t 5 (17)
Se hm W f Y £(x,y) dy’ eX|ste entdo consideramos que:
fo (18)

Portanto temos a equacgéao do Problema Homogenelzado

= [0 52 = o (19)

A equacdo (19) ser4 complementada com as codicbes de contorno que
resultam de considerar a solucdo assintotica formal (3) nas condi¢des de contorno
do problema original (1). Assim, obtemos:

d
1,(0) = 0 e %(1) ~0 (20)
Finalmente, podemos construir o problema homogeneizado com a equacao
(19) e as condic¢des (20):

du,

d d
a[ko(x) ] G0 x€ (01  u0)=0, %(1)=0 (21)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Para melhor compreendermos esse processo, consideremos as funcgodes:

k (x, E) = 1;(;_;)2 e f (X, E) =1+ xsen (f) (22)

Para calcularmos k,(x), substituimos k (x, E) em (12) e obteremos ky(x) =1

e para calcularmos f,(x) substituimos f (xf) em (18) e obteremos f,(x) = 1.

Substuituindo os valores de ky(x) e fy(x) em (21) encontrados no problema
homogeneizado:

du,
- = = — = 23
dxz Y uO(O) 0 ] dx (1) 0 ( )

Encontramos a solucdo do problema homogeneizado integrando a EDO e
aplicando as condi¢des de contorno:
x2
uy(x) = o X (24)

Podemos comparar (24) com a solucdo exata do problema original (1), que
obtemos integrando a EDO e aplicando as condi¢des de contorno:

o
S(x)_fL/Tf <1+Ssen< >>ds’J|ds (25)

Substituindo as funcdes de (22) e avaliando quando ¢ tende a zero, também
encontramos (24). Podemos interpretar essa solucdo de uma maneira mais natural
se tomarmos diferentes valores para ¢ e analisarmos a representacao grafica, que
Nnos mostra que quanto mais & se aproxima de zero, mais a solugéo do problema
original se aproxima da solugéo do problema homogeneizado.



M ENPOS e oot
- EINEUS

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS

e=1/2
e=1/4
e=1/3
e=1/64
g-=[

-0.3 4

.0.4 4

-0.5 4

-0.6 4

u(x)

-0.7 -
.08 _-
.08 _-

14

-1.1 4

-1.2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
8] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.G o.r o.g o.e 1
X
Figura 1: Grafico comparativo entre solucdo exata e solucdo homogeneizada.

4. CONCLUSOES
A partir da aplicacdo do Método dos Dois Espacos para homoneizacdo do
problema, péde-se verificar analiticamente e com o auxilio do gréfico, que a solucdo
do prtoblema original se aproxima da solucdo do problema homogeneizado
conforme ¢ tende a zero. Dessa forma o0 método desenvolvido apresenta-se como
boa alternativa na resolucéo de problemas nao periédicos.
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