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1. INTRODUCAO

Compositos sdo constituidos por fases distintas indissoluvelmente unidas e
podem ser encontrados na natureza ou fabricados para melhorar as propriedades
individuais de seus componentes para uma determinada aplicacdo. Os métodos
de homogeneizacdo matematica permitem encontrar com grande precisao e rigor
as propriedades efetivas de meios heterogéneos a partir das propriedades fisicas
e geométricas de seus componentes. Em particular, o método de
homogeneizacao assintética (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) ¢ utilizado para
encontrar os coeficientes que representam as propriedades efetivas de um meio
com estrutura periddica. O presente trabalho tem como objetivo o estudo desta
técnica matematica de homogeneizacao para obtencdo do comportamento efetivo
de meios micro-heterogéneos para construir uma solucdo assintética formal de
um problema unidimensional linear com contato imperfeito.

Para cada ¢ fixo, 0 < € « 1, consideramos 0 seguinte problema de valores
de contorno para a equacao de calor estacionaria com campo de temperatura ué:

(L [af ) %] = f, x € (0,D\I'*
—pe It ()] = a* () %=, x €T
[[ae(x) (Z—f]] =0, x €T*

\ ué(x) =0, x € {0,1}

A

(1)

onde a®(x) = a(x/¢) € uma fungéo e-periddica, continuamente diferenciavel por
partes, positiva e limitada que representa a condutividade térmica; f é a fonte de
calor; I'¢ € o conjunto de pontos de descontinuidades de a®(x) que correspondem
as interfaces entre as constituintes; [-] representa o salto ao redor de cada
descontinuidade de a®(x); a condutancia interfacial g = 8 /¢ estabelece a
proporcionalidade entre o salto da temperatura e o fluxo de calor nos pontos de
I'%, e o fluxo em si é continuo nestes pontos.

2. METODOLOGIA

O meétodo de homogeneizacdo assintética (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989) procura uma solugdo assintotica formal do problema (1) que, neste caso, é
uma expansao assintdtica da sua solucao exata. Tal solucéo assintética formal é
uma série de poténcias de € em duas escalas cujos coeficientes sao fungdes 1-
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periédicas na variavel local y = x/¢ e duas vezes continuamente diferenciaveis
em x e por partes em y. Tais coeficientes sdo obtidos de uma sequéncia
recorrente de problemas que resultam de substituir a série assintética no
problema original (1). Os problemas para os dois primeiros termos da assintoética,
u, € u;, Sdo os chamados problemas homogeneizado e local, respectivamente. E
possivel provar que as solugcdes exata u® e assintotica u™ do problema original (1)
convergem para a solucdo u, do problema homogeneizado quando ¢ - 0 com
relacdo a certa norma. O lema a seguir garante a existéncia de solucdes 1-
periddicas da sequéncia de problemas:

Lema (BAKHLOV; PANASENKO, 1989): Sejam a(y), F,(y) e F ()
diferenciaveis por partes, com a(y) 1-periddica, positiva, limitada. Ent&o:

(d dF;
e ] = R+ 5 e OD\DLYa ) =T
) a5 -Ro] =0 =12
dy Y=yj
dny : :
\ a]W—Fl(D:(—l)fﬁ[[N]]y:yj; j=12..,p

tem solucéo N (y) 1-periddica se e somente se (F;) = 0. gy
3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Consideramos a seguinte expansao assintética da solucdo do problema:
us(x) =~ u@(x, &) = up(x,y) + eus(x,y) + 2u,(x,v),y = x/e.
Na substituicdo de u® no problema (1), utilizamos a regra da cadeia:

dut  du®  ou® 10u®

dx | dx  ox +s dy

A partir daqui, x e y consideram-se independentes. Agrupando por poténcias
de ¢ o resultado da substituicdo em (1), obtém-se a igualdade assintética

Slogl e EoG FlElog)

o o (224 ]2 o (224 2] = o0

que, para ser satisfeita, os coeficientes de 72, e7! e £° devem ser nulos:
£ [a(y) auo] 0
du, ] dug dug
55 (05 = e T =5 lad T

Sl 5] =5 G+ -5 lao 5 + 1

oy
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Estas equacdes sdo complementadas com as condicdes de contato que

resultam de substituir u® em (1),3 e condigdes para garantir a unicidade.
Utilizando (1),

e [a0) T2 4 plual] +e® [a) (G + 22) + gl

Uy auz

+e [a(y) ( ay) + B[[uz]]] +0() =0
que, para ser satisfeita, os coeficientes de 71, £ e ¢ devem ser nulos, de onde:

a) 52 = —Bluol; % ay) (52 +52) = —Blud: 1) (32 +52) = —Blu.]

ox

Utilizando (1)s:

e [e —]] +2° la) (a”" aa‘;)]] +e [a) (— + %)]] +0(e) =0

que, para ser satisfeita, os coeficientes de 71, £ e ¢ devem ser nulos, de onde:

e [o) 2] = 012 o) 22+ 29] = 015 [ (22 + 2] =0

ay

Portanto, teremos os seguintes problemas para os coeficientes de u®:

[ (y) auo =0, ye(0,)\T
a5y a”" = —Bluel, yer 2
[[(y)—]}_oyep .
u, =0, ye{0,1}
[ a(y )6u1 _ i[a( )6uo]_ay[ ) xo]’ J e O\
. ay )(aaljco +%1) =—Blw], yer 3
[a0)22] = ~[a) 2], yer @
u; =0, ye{0,1}
\
(2 [a0) 2] = - Z[a0) 2] - Z[a0) 2] - Z[a0) Z2] + £, y e QN
. aly )(aaljcl + %2) = —flul, yer )
la %2 =~ [a0n 32|, ver (4)
u, =0, ye{0,1}
\
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Utilizando as informacdes a seguir para podermos aplicar o lema em (2)-(4):

e N=uy Fp=0 FF=0=(F)=0= Elu0 1-periddica solucao de (2)

e N=u, F,= ——[ (y )au"] F, = —a(y)— = Ju, 1-perioddica solucéo de
@) = (|amF2 =0
o N=u,, FO———[ (y )6”1 = laty a“°]+f Fy = —a(y) 22 = Ju,1-

periddica solucdo de (4) < (——[ (y )a”1 [a(y) %] +f)=0

Assim, de aplicar o Lema tem-se que:

e de (2): uy = uy(x) (independéncia da variavel local y do primeiro termo da
assintotica)

(NP2, ye(0,)
e de(3):u(x,y) = ! N(Z) (y)%, vy € (y1,y2 ) (solucdo do problema local)

| d
VP22, ye(21)
o NP =cPy+ cz(”, j = 1,2,3 (funcio local)
~ dN.
o a={(a (y)d—y1 +a(y)) = (alCl(l) + al)(l +y,—y,) + (azCl(Z) +

a,)(y2 — y,)(coeficiente efetivo)

e de (4): (problema homogeneizado)
2

d“u,
a = € (0,1
a—5=fxe0D)

u, =0,x € {0,1}

Em muitas situacBes € suficiente considerar a expansao assintética de
primeira ordem u™ (x, &) = uy(x) + eNy (x/&)up(x).

4. CONCLUSOES

Neste trabalho aplicou-se o0 método de homogeneizacdo assintética a um
problema unidimensional de contorno com contato imperfeito. Este trabalho é uma
introducdo para proporcionar a autora a adquirir pré-requisitos necessarios para
dar seguimento ao estudo do método de homogeneizacdo assintética. A
continuidade da pesquisa estara em ilustrar e provar o método de
homogeneizac¢ao para o caso do contato imperfeito.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BAKHVALOV, N.S.; PANASENKO, G.P. Homogenisation: averaging
processes in periodic media. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1989.



