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1. INTRODUÇÃO 
Neste trabalho, comparam-se dois métodos de homogeneização 

matemática baseados na procura de uma solução assintótica formal (SAF) do 
problema de valores de contorno e iniciais com coeficientes rapidamente 
oscilantes que modela fenômenos físicos que ocorrem em meios heterogêneos 
que apresentam separação de escalas estruturais. Uma SAF é uma série 
assintótica em duas escalas em termos de potências do parâmetro geométrico 

pequeno     que caracteriza a separação de escalas e cujos coeficientes são 
funções incógnitas que dependem da microescala. Assim, o problema original é 
desacoplado em uma sequência recorrente de problemas para se obter tais 
coeficientes (LIMA, 2016). A maioria dos métodos de homogeneização foi 
desenvolvida para meios com heterogeneidade periódica, dos quais 
apresentamos aqui o Método de Homogeneização Assintótica (MHA - 
BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Por outro lado, meios não periódicos são 
estudados tradicionalmente considerando uma amostra representativa replicada 
periodicamente, de modo que os métodos para meios periódicos podem ser 
empregados. Contudo, uma alternativa interessante quando tal aproximação não 
é possível é o Método de Dois Espaços (MDE - KELLER, 1980). Aqui, o MHA e 
MDE são aplicados a um meio unidimensional localmente periódico que 
representa um caso particular do que ocorre, por exemplo, em materiais 
cerâmicos e policristais.  

 
2. METODOLOGIA 

Considere a família de problemas com índice     definida por 
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em que                é diferenciável, positiva e limitada, 1-periódicas em  
     , e                é contínua. Na sua forma clássica, o MHA e o MDE 

procuram uma SAF do problema (1)-(2) como                          
              ), sendo as funções diferenciáveis incógnitas         1-

periódicas em   no MHA e apenas limitadas no MDE. Observa-se que o primeiro 
termo da SAF         é uma boa aproximação da solução exata       do 
problema (1)-(2) quando   é suficientemente pequeno. 
 



 

 

 Ambos os métodos fornecem a mesma sequência recorrente de equações 
para as        : 
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),     {   }, é um operador diferencial. Ainda, a SAF é 

substituída nas condições de contorno para se obter condições para as        . 
 O seguinte Lema é um importante resultado para construir a SAF do 
problema (1)-(2) via o MHA. 
 Lema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989): Sejam      e      funções 
diferenciáveis e 1-periódicas com        positiva e limitada. Uma condição 

necessária e suficiente para a existência de uma solução 1-periódica   da 

equação           com é que ∫        
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 Aplicando o lema a (3)-(5) com as condições correspondentes obtém-se 
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a solução do problema homogeneizado dado pela equação  
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Por outro lado, pelo MDE encontram-se as funções incógnitas         

como segue. A equação (3) é da forma 
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Multiplicando a equação (6) por 
 

    
 e passando ao limite quando      temos 
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todo  , ou seja,    não depende de  :  
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 A equação (4) é da forma 
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Podemos simplificar a equação (8) substituindo (7) e obtém-se 
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Seguidamente, integramos (9) duas vezes de    até  , multiplicamos por 
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calculamos o limite quando     . Obtemos: 
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 existe, então consideramos que: 
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Assim: 
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Multiplicando a equação (12) por       e analisando que se vale para qualquer    

então vale para todo  , temos: 
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Por fim, trabalharemos com a equação (5). 
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Note que podemos simplificar (14) utilizando os resultados anteriores calculados 
em (7) e (13), assim restamos com: 
 

 
 

  
[       

   

  
        

   

  
]   

 

  
 [     

   

  
]         (15) 

Integrando (15) de    até   duas vezes, multiplicando por  
 

    
 e calculando o 

limite quando      , obtemos: 
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Portanto temos novamente a equação do Problema Homogeneizado: 
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 Assim, pode-se notar que a forma do problema homogeneizado dos métodos 
estudados é o mesmo. De fato, pode-se provar que em presença de 
periodicidade, os limites em (11) e (17) resultam exatamente no obtido via o MHA. 
   

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Sejam as funções  (  
 

 
)  (  

 

 
   

   

 
)
  

 e  (  
 

 
)  

 

 
   (

   

 
) para 

calcular      , e       de acordo com cada método estudado. A solução exata do 

problema original é       
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    O problema homogeneizado 

encontrado nos dois métodos é dado por       〈        〉     e       
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   pelo MDE. Logo, se obtém a mesma solução 



 

 

        . Na seguinte figura, ilustra-se a proximidade de       a       quando   
é suficientemente pequeno. 

 

 
 

4. CONCLUSÕES 
Neste trabalho, apresentamos o desenvolvimento e a aplicação de dois 

métodos de homogeneização matemática para meios localmente periódicos. 
Ilustrou-se através de um exemplo a proximidade da solução exata do problema 
original com a solução do problema homogeneizado associado. 
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