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1. INTRODUCAO

Neste trabalho, comparam-se dois métodos de homogeneizacdo
matematica baseados na procura de uma solugcdo assintética formal (SAF) do
problema de valores de contorno e iniciais com coeficientes rapidamente
oscilantes que modela fenémenos fisicos que ocorrem em meios heterogéneos
que apresentam separacdo de escalas estruturais. Uma SAF é uma série
assintotica em duas escalas em termos de poténcias do parametro geométrico
pequeno € > 0 que caracteriza a separacao de escalas e cujos coeficientes sao
funcBes incognitas que dependem da microescala. Assim, o problema original é
desacoplado em uma sequéncia recorrente de problemas para se obter tais
coeficientes (LIMA, 2016). A maioria dos métodos de homogeneizagdo foi
desenvolvida para meios com heterogeneidade periddica, dos quais
apresentamos aqui o Método de Homogeneizacdo Assintotica (MHA -
BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Por outro lado, meios ndo periodicos séo
estudados tradicionalmente considerando uma amostra representativa replicada
periodicamente, de modo que os métodos para meios peridédicos podem ser
empregados. Contudo, uma alternativa interessante quando tal aproximacéo néo
€ possivel € o Método de Dois Espacos (MDE - KELLER, 1980). Aqui, o MHA e
MDE sdo aplicados a um meio unidimensional localmente periédico que
representa um caso particular do que ocorre, por exemplo, em materiais
ceramicos e policristais.

2. METODOLOGIA
Considere a familia de problemas com indice € > 0 definida por

Ze@ S| = ), (1)
x € (0,1), u*(0) = 0, 2= =0, )
x=

em que k®(x) = k(x,x/e) é diferenciavel, positiva e limitada, 1-periédicas em
y=x/¢g, e fé(x) = f(x,x/e) é continua. Na sua forma classica, o MHA e o MDE
procuram uma SAF do problema (1)-(2) como u®(x) = uy(x,y) + € u (x,y) +
g2uy(x,y) + 0(e3), sendo as funcdes diferenciaveis incognitas u,(x,y) 1-
periédicas em y no MHA e apenas limitadas no MDE. Observa-se que o0 primeiro
termo da SAF uy(x,y) € uma boa aproximacdo da solucdo exata uf(x) do
problema (1)-(2) quando ¢ é suficientemente pequeno.
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Ambos os métodos fornecem a mesma sequéncia recorrente de equacdes
para as u(x,y):

e %:Lyyug =0 (3)
el = Lyyuy — Lyyuy — Lyyug =0 4)
el = Lyyuy; — nyul — Lyyuy — Lyyuo + f(x) =0 (5)

onde Lgg = —(k(x y) ) a, B € {x,y}, € um operador diferencial. Ainda, a SAF é

substituida nas condlgoes de contorno para se obter condi¢cGes para as u(x,y).

O seguinte Lema € um importante resultado para construir a SAF do
problema (1)-(2) via 0 MHA.

Lema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989): Sejam f(y) e k(y) fungdes
diferenciaveis e 1-periédicas com k(y) positiva e limitada. Uma condicdo
necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucdo 1-periddica N da
equacao L,,N = F(y) com é que folF(y)dy =0.

Aplicando o lema a (3)-(5) com as condi¢cbes correspondentes obtém-se

2
que uo(x,y) = up(x), () = Ny (1) 22 € u(x,¥) = N, (¥) “;— em que u,(x) é
a solucao do problema homogeneizado dado pela equacao - [ko( )du"] fo(x),

x € (0,1), com ky(x) = (fl @ )_1 e folx) = folf(x,y)dy, e as condicBes de

0 k(xy)
contorno u,(0) = — =0, e as funcdes locais N, (y s,
t =0, == 0, fungdes locais Ny (y) = f ,’{‘(“f;)) d
x=1
k
N () = [ (kg,f’?)f Ny(dt — Ny(s)) ds.

Por outro lado, pelo MDE encontram -se as fungdes incognitas uy(x,y)
como segue. A equacdo (3) é da forma — (k(x )au") = 0. Integrando duas

vezes de y, até y temos
y

ds 5
| s ©)

Yo

Multiplicando a equacéo (6) por ﬁ e passando ao limite quando y — oo temos
dug ;
dx

u
Uy = up(x, yo) + k(x,y0) a_o
Y=Yo

= 0, que vale para qualquer y, € (0,+) e, portanto, vale também para

Y=Yo
todo y, ou seja, u, ndo depende de y:
uo(x,y) = up(x) (7)
A equa(;éo (4) é daforma
Ju du du 8
Pl en T =~ Ll @n T - Lk wn g ©
Podemos S|mpllf|car a equa(;ao (8) substituindo (7) e obtém-se
[ 0u1 _ Okduy 9)
Car dyl 9y dx
Seguidamente, integramos (9) duas vezes de y, até y, multiplicamos por ” e
-Jo
calculamos o limite quando y — oo. Obtemos:
y
K ( )6u1| ke ) 1 ds  dug 10
Y oyl o y"°°y vo J k(x,s)  dx (10)
Yo
y ds

Se limy,_,,

—— existe, entdo consideramos que:
Y=Yo Yo k(x s)
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y
ko ()~ = lim — j ds (11)
X = lim
0 y-oy =Yy J k(x,s)
Assim:
ou du
[k (x, y)a_l + k(x, 3’0) ]ko(x) 1= = (12)
I dx

Multiplicando a equacgéo (12) por ky(x) e anallsando gue se vale para qualquer y,
entdo vale para todo y, temos:
du,

ou
kGoy) 5= <k (x, y)— + ko () —— (13)
Por fim, trabalharemos com a equacéo (5).

7 (ke F2) = =5 (kG F2) = % (ke F2) = 3= (ke F2) +fexy) (14

dy oy

Note que podemos simplificar (14) utilizando os resultados anteriores calculados
em (7) e (13), assim restamos com:

9] ou, Jdu, d du,
Tk G Tt ko | = =~ 31 koG | + F ) (15)
Integrando (15) de y, até y duas vezes, multiplicando por ﬁ e calculando o
—Jo
limite quando y — oo, obtemos:

d
I == [ko(x) Yo (16)

y—>ooy—

. 1
Se lim,,_,o, p— ) ;’ f(x,s)ds eX|ste, entdo consideramos que:
e 1o

fo (17)

Yo
Portanto temos novamente a equacéo do Problema Homogeneizado:

d d
— |2 = (18)

Assim, pode-se notar que a forma do problema homogeneizado dos métodos
estudados é o mesmo. De fato, pode-se provar que em presenca de
periodicidade, os limites em (11) e (17) resultam exatamente no obtido via 0 MHA.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Sejam as funcdes k(x, 5) (1+ senﬂ) e f(x, s) ——cos( :x) para

calcular kq(x), e f,(x) de acordo com cada método estudado. A solucéo exata do
f cos(zm)dt

encontrado nos dois métodos é dado por ko(x) =(k Hx,y))t=1¢e fo(x) =

( y=0 pelo MHA, e ko(x)= (1 ! fyi)_lﬂ e fi(x)=
f(xry) - p ’ olX) = 1mn—>ooy —y0 ?Y0 k(x,5) - fO X) =

limy%mﬁf;;f(x,s)dszo pelo MDE. Logo, se obtém a mesma solugéo
—Jo

problema original é uf(x)——fx ds. O problema homogeneizado
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uy(x) = 0. Na seguinte figura, ilustra-se a proximidade de u®(x) a uy(x) quando ¢
é suficientemente pequeno.
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4. CONCLUSOES
Neste trabalho, apresentamos o desenvolvimento e a aplicacdo de dois
métodos de homogeneizacdo mateméatica para meios localmente periédicos.
llustrou-se através de um exemplo a proximidade da solucdo exata do problema
original com a solug&o do problema homogeneizado associado.
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