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1. INTRODUCAO

O conceito de geometria estabelecido pelo conjunto de axiomas,
conforme formulado por Euclides em sua obra Os Elementos, fez com que
fossem deduzidos e formalizados diversos resultados da geometria. Dentre o
conjunto de cinco axiomas proposto por Euclides, o quinto deles, conhecido
como o axioma das paralelas, afirma que: “Por um ponto P n&o pertencente a
uma reta r passa uma unica reta paralela a r”. Este axioma despertou interesse
de varios mateméaticos, pois muitos acreditavam que ele deveria ser
demonstrado a partir dos outros axiomas, podendo ser entdo enunciado como
um teorema e ndo um axioma.

No decorrer dos séculos XVII e XVIII, muitos gedbmetras estavam
interessados no problema do postulado das paralelas. Em 1817, Gauss estava
convencido que o axioma das paralelas de Euclides era independente dos outros
postulados, e por volta de 1823, JanOs Bolyai disse ter descoberto uma
geometria ndo-euclidiana. Foi entdo publicado, em 1829, o trabalho de Nikolai
Lobachevsky sobre a descoberta da geometria ndo-euclidiana. A contribuigéo de
Bolyai e de Lobachevsky foi descobrir que era possivel alterar o axioma das
paralelas de Euclides sem que uma contradicdo fosse criada com os outros
axiomas.

Um matematico importante para o desenvolvimento das geometrias nao-
euclidianas foi Bernhard Riemann. A grande contribuicdo de Riemann foi
introduzir o conceito do que denominamos, nos dias de hoje, de métrica
riemanniana. A métrica riemanniana vem a ser o objeto fundamental numa
geometria, ela possibilita definir o comprimento de uma curva e area de uma
regido contidas em uma superficie.

O desenvolvimento da geometria, mesmo que de uma forma ndo muito
evidente, sempre contou com o auxilio da Teoria de Grupos. Neste trabalho,
temos por principal objetivo, no primeiro momento, evidenciar contribuicdes da
Teoria de Grupos em resultados que introduzem algumas ideias de geometria
riemanniana em dimensdo 2. Apresentaremos também alguns tépicos de
Algebra Linear necesséarios para o entendimento do conceito de métrica
riemanniana.

2. METODOLOGIA

Este trabalho tem como metodologia estudos em livros e artigos, com
exposicao dos topicos estudados em encontros semanais junto ao professor
orientador.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A métrica riemanniana € uma estrutura fundamental no estudo da
geometria, com uma tal métrica pode-se determinar o comprimento de curvas, a
area de regides e definir angulos. Antes de apresentar a definicdo de métrica
riemanniana, lembremos a definicdo do produto interno:

Sejam VV um espaco vetorial sobre R e u,v € V. Chamamos de produto
interno uma aplicacdo <.,.> : V xV — R tal que, para quaisquer u,u’,v,v' €
V e a€ R, satisfaga:

() Bilinearidade:<u+u,v>=<u,v>+<u,v> <au,v>=a<uv>,
<uvt+v>S=<uyv>+<uv > <uav>=a<uv>;

(i) Simetria: < u,v >=<v,u >;

(i) Positividade: <u,u>>0,e<u,u>=0 < u=0.

Em particular, se V = R? eu = (uy,u,), v = (v4,v,) € R? aaplicacédo dada

por:

<V >=uv; +uv,
define um produto interno em R?, ao qual chamamos de produto interno
euclidiano em R2.

Temos ainda que um produto interno induz uma norma em V, através da
aplicacédo || :V — R dada por |u| =+/<u,u>. No caso do produto interno
euclidiano, obtemos a norma euclidiana.

Vejamos agora, como generalizar o conceito de produto interno euclidiano
em R2.

Sera util para efeito de calculos, denotar um elemento u € R> como uma
matriz coluna de tamanho 2 x 1, enquanto que u‘ denota a matriz transposta de
u, de tamanho 1 x 2, e usaremos - para denotar o produto usual de matrizes.

Considere entdo a matriz,

_ (911 912)

921 Y22
onde g;; > 0, g,, > 0 e det(g) > 0. Desta forma, g define um produto interno em

R? através da expressao
g1 Y12

gu,v) = u’“‘.(g21 gzz).v =<u,g.v>

Analogamente, associamos ao produto interno g: R> x R? — R a norma
|- |g: R?* — R, dada por |ul, = /g(u,w).

A seguir, iremos introduzir o conceito de plano tangente, ao qual sera
fundamental para o estudo das geometrias ndo-euclidianas.

Dado um ponto p € R?, o plano tangente ao R? em p, é o conjunto dos
vetores v € R? tais que existe uma curva y:(—¢,e) — R? cujas condicGes
iniciais sdo y(0) = p e y'(0) = v, e denotamos TpIR{Z.

Com isso, definimos uma métrica riemanniana sobre R? como sendo uma
aplicacédo que para cada p € R? associa um produto interno

9(P): T,R* x T,R* — R dado por g(u,v), =<u,g(p).v>
onde a dependéncia em relacdo a p € diferenciavel.

A partir da métrica riemanniana, obtemos métricas em que o comprimento
do vetor depende do ponto, como por exemplo, a métrica hiperbdlica e esférica.
Além disso, podemos calcular comprimentos de curvas em métricas distintas, e
estudar o comportamento dessas curvas em espacos nao-euclidianos.
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A Teoria de Grupos e Ac¢des de Grupos, sdo ferramentas de grande
importancia para estudar acdes geométricas sobre espacos topologicos. Entao,
lembremos alguns exemplos importantes de grupos:

1. Grupo das Rotacdes em RZ2.

Uma rotacdo em R? é uma transformacao linear Ryg: R? — R? cuja matriz em
relacdo a base candnica de R? é:

cos(6) —sen(0)
(sen(@) cos(0) >

A multiplicacdo de matrizes de rotacéo satisfaz a identidade Ry.R,, = Rg- POr
isto, 0 conjunto SO, = {Ry | 8 € R} com a operacdo de multiplicacdo de matrizes
€ um grupo.

2. Grupo Ortogonal de R3(05) e Grupo Ortogonal Especial de R3(S05).

SejaT:R3> — R3 uma transformacao linear que preserva o produto interno
euclidiano de R3, ou seja, < T(u), T(v) > =< u,v > paratodos u,v € R3. Segue
entao que,

<u,T'T(w) >=<u,v>=T'T =1,
onde T* denota a adjunta da transformacao linear T.

O conjunto dessas transformacdes, denominadas por 05, formam um
grupo com a multiplicacdo de matrizes. A identidade T*T =1, implica em
|det(T)| = 1, assim definimos o conjunto das matrizes ortogonais especiais como

S0; = {T: R® — R3 | det(T) = 1}
denominado de grupo de rotacdes de R3.

Sejam Q um subconjunto de R™ e G um grupo. Dizemos que uma
aplicacao diferencavel ¢:G X Q — Q é uma acdo a esquerda de G em Q se
satisfaz:

() @(e,x) = x paratodo x € Q;
(i) ¢(9,9(h,x)) = p(gh,x) paratodo g,h € Ge x € Q.
Utilizaremos a notacao gx := ¢(g, x).

Além disso, se Q é um espaco topdlogico, dizemos que ¢ é uma acao
livre, se para quaisquer g # e e x € (), tem-se gx # x.

Definiremos agora alguns conjuntos que para o estudo de acbes de
grupos sao fundamentais.

Seja x € Q. Dizemos que o conjunto:

0x ={gx| g € G}
é a Orbita do elemento x. Se em Q, consideramos a relacdo de equivaléncia:
y~x < 3Ig €l |y =gx,
podemos considerar 0 espaco quociente Q/G ={0,|x € Q}, ou espaco das

orbitas.

Além disso, dizemos que o subgrupo de isotropia de um elemento x € Q
e,

Gy={g€CG|gx=x}

Podemos destacar alguns exemplos importantes de agdes de grupo sobre
um espacgo topoldgico, como a acdo de S0, e SO; sobre a esfera S$? =
{(x,y,2) € R¥| x? + y? + z? = 1}. A partir desses exemplos, podemos listar as
diferencas entre as duas ag¢fes, obter uma interpretacdo geométrica sobre elas
e determinar os subgrupos de isotropia.
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4. CONCLUSOES

Apesar dos conceitos que foram desenvolvidos nesse trabalho ndo serem
abordados na graduacao, podemos concluir que este estudo foi importante para
introduzir de forma natural os conceitos de geometria riemanniana em dimensao
2.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
LIMA, E. L. Algebra Linear. Rio de Janeiro: IMPA, 2012. 8 ed.

TENENBLAT, K. Introducdo a geometria diferencial. Sdo Paulo: Blucher,
2008. 2 ed.

MONTEIRO, L. H. J. Elementos de Algebra. Elementos de Matematica. IMPA,
1969.

UFSC. Doria, Celso Melchiades - Geometriaem Dimensé&o 2. Santa Catarina,
2011. Acessado em 11 maio. 2016. Online. Disponivel em:
http://mtm.ufsc.br/~cmdoria/disciplinas/GeomDif-MTM/livros-
artigos/CelsoMelchDoria-livro.pdf



