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1. INTRODUCAO

Na histéria da Matemética o problema de encontrar solucées de equacdes
polinomiais € certamente um dos mais significativos. Durante muito tempo
matematicos tentaram encontrar formas de resolucdes de tais equacdes por meio de
solubilidade por radicais, ou seja, formulas envolvendo os coeficientes das equacdes
em questdo utilizando as operacdes de soma, subtracdo, multiplicacdo, diviséo,
potenciacdo e radiciacao.

Até o século XVII ja eram conhecidas as solu¢des por radicais das equacdes de
grau 1, 2, 3 e 4. Em 1824, N. Abel demonstrou que equacdes polinomiais de grau 5
ndo eram em geral solGveis por radicais. Por volta de 1840, tornaram-se publicos os
resultados de E. Galois, o qual demonstrou que equacdes de grau maior ou igual a 5
nao sao soluveis por radicais em geral. Estes resultados proporcionaram grandes
avancos dentro da Matematica e a famosa “Teoria de Galois” é estudada até hoje em
cursos de bacharelado e mestrado em Matematica, entre outros. Outro fator
importante € que os resultados de E. Galois unem dois conceitos importantes de
estruturas algébricas: o conceito de grupo e o conceito de corpo.

Com o intuito de estudar tal teoria dentro do curso de Licenciatura em
Matematica criou-se no final de 2013 o projeto de pesquisa “Iniciacdo Cientifica em
Teoria de Galois”. Para estudar tais resultados fez-se necessario trabalhar com as
Teorias de Grupos e Corpos. Como os alunos envolvidos ndo tinham experiéncia com
esses conteudos foi de fundamental importancia estudar e aprofundar esses conceitos
para compreender a Teoria de Galois.

Este trabalho visa apresentar e dar uma ideia da demonstracdo do importante
Teorema da Correspondéncia de Galois, o qual dada uma extensao de corpos M o K
estabelece uma relacdo entre os subcorpos intermediarios da extensdo M > K e 0s
subgrupos do grupo de automorfismos AutyM (ver pagina 3).

2. METODOLOGIA

Este trabalho se deu através do projeto de pesquisa Iniciacdo Cientifica em
Teoria de Galois criado em 11 de novembro de 2013 no Departamento de Matemética
e Estatistica da UFPel. Seu desenvolvimento se deu através de estudo continuo, a
partir do livro texto “Introducdo a Algebra” [G] e demais referéncias, contando com
encontros periddicos com a professora orientadora. Durante este processo foi
priorizada a pesquisa individual para a resolucdo dos desafios surgidos. Por fim,
houve a apresentacdo, através de seminarios semanais, dos resultados estudados
para a professora orientadora e os demais participantes do projeto. Nosso principal
intuito nesse momento foi fomentar a discussdo em grande grupo, com a finalidade
de remate das duvidas obtidas durante o trabalho individual.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste trabalho, temos por objetivo apresentar o Teorema da Correspondéncia
de Galois. Para tal, carecemos exibir algumas definices e resultados que servem
como suporte para melhor entendimento do mesmo. Tais definicbes e resultados
podem ser encontrados em [G], [H], [O] e [S]. E importante salientar que neste trabalho
vamos considerar extensoes finitas L > K talque C> L > K 2 Q.

Lembremos primeiramente que um corpo L é uma extensdo do corpo K se
L o K. Dada uma extenséo L o K, temos que as operagdes do corpo L induzem em L
uma estrutura de K-espaco vetorial. Se a dimenséo de L como K-espaco vetorial é
finita entdo dizemos que a extensdoL o K € finita. E possivel provar que se
M > L D K séo corpos tais que dim; M e dimgL sao finitas, entdo dimxM é finita e

dimgM = (dim; M) (dimgL) (3.1)

Além disso, um elemento a« € L o K € dito algébrico sobre K se existe um
polindmio f(x) € K[x]\{0} tal que f(a) = 0. Se paratodo a € L, temos que «a algébrico
sobre K entdo L D K diz-se uma extenséo algebrica.

Se f(x) € K[x]\{0}, chamamos de corpo de decomposicao de f(x) sobre K,
denotado por L = Gal(f,K), ao menor subcorpo de C que contém K e todas as raizes
de f(x) em C. E provado em [G, pagina 93] que se a4, ay, ..., a, SA0 as raizes de f(x)
em C, entéo:

Gal(f,K) = K[ay, ...a,] = Z Ay i O O i € Qg s jn € NP
fin

Dizemos que uma extensao finita L > K € uma extensdo galoisiana se existe

f(x) € K[x] tal que L= Gal(f,K). Por exemplo, basta considerar K = Q[V2] e

L = Gal(x®—2,Q). Uma extensdo algébrica L > K é dita normal se para todo

polindmio irredutivel g(x) € K[x] sobre K, que possui uma raiz a € L, entdo g(x)

possui todas as suas raizes complexas em L. Por exemplo, basta considerar K = Q e
L =Q[v2].

A seguir enunciaremos alguns resultados acerca da equivaléncia entre as

definicbes de extensdes galoisianas e extensfes normais, 0s quais serdo usados no
decorrer do trabalho.

Proposicdo 3.2 [G, Pagina 172]: Seja L o K uma extensao finita. Entdo as
seguintes afirmac¢fes sdo equivalentes:

(1) L o K galoisiana;

(2) L o K normal;

(3) Paratodo a € L\K existe ¢ € AutglL tal que o(a) # «a;

(4) dimgL = |AutgL]|.

Seja M © K uma extenséao finita. Dizemos que L € um corpo intermediario de
M D K, se L é um subcorpo de M contendo K, ou seja, M > L > K. A partir de agora
se G = AutyM = {f: M — M : f é automorfismo de M sobre K}, entdo usaremos as
seguintes notacoes:

J(M,K) = {L: corpo intermediario de M > K} T(G) = {H: H subgrupo de G}.
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Se HeET(G) entdo L ={a € M:y(a) =aVy € H} € um corpo intermediario de
M > K. Esse corpo L é chamado de corpo fixo de H. Considere agora as seguintes
correspondéncias:

Y: J(M,K) — T(G) 8:7(G) — J(M,K)
L —Y(L) = Aut,M H— O0(H)={a€eM:y(a) =aVy€H}
Observemos algumas propriedades dessas correspondéncias:
(1) Y(K) = AutgM = G;
(2) Y(M) = AutyM = {ldy};
(3) 6({ldy}) = {a € M:1dy(a) = a} = M;
4)6(G)={aeM:y(a)=aVy€eG}2K.
E pela Proposi¢do 3.2 temos ainda que: 6(G) = K & M > K galoisiana.
(5)Se Ly, L, € J(M,K) e L, € L, entdo ¥(L,) < P (Ly);
(6) Se H;, H, € T (G) e H; < H, entdo 6(H,) 2 6(H,);
(7) Paratodo L € J(M,K) tem-se (6 cy)(L) 2 L;
(8) Paratodo H € T(G) tem-se (Y o 8)(H) = H.

Podemos agora enunciar o principal resultado deste trabalho, o qual vamos exibir
uma ideia da demonstracdo apenas do item (c).

Teorema 3.3 [G, Pagina 181]: Se M o K € uma extensao galoisiana, entao:
a) Paratodo L € J(M,K) tem-se dim M = [p(L)| e dimgL = [G:p(L)];
b) Paratodo H € T(G) tem-se dimg)M = |H| e dimg6(H) = [G: H],
C) Yot =Ildrgye 0oy =Idgmx;
d) Paratodo L € J(M,K), L o K galoisiana se, e somente se, Y(L) = Aut,M 2 G;
e) SeL € J(M,K) e L o K galoisiana entdo dimyL = |AutkL| e G/l/J(L) ~ AutyL.

Demonstracao:

c) Queremos provar que Yo8 =Idyrg € 0oy =Idymuk), OU S€ja,
(o 8)(H) =Idr(H)=H e (6°y)(L) =Idymr)(L) =L, quaisquer que sejam
HeT(G) e Le JM,K).

Pelos itens (7) e (8) acima temos que:

Hcy(oE) el co(ypl)).
Neste caso, resta entdo provar.
Y(o(H)) cHed(y(L))c L.

Primeiramente provemos que y(6(H)) < H. Pelo item (a), escolhendo L = 6 (H)
temos que

[G:(8(H))] = dimk&(H)
e pelo item (b) temos
dimg0(H) = [G: H]
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Logo, pelo Teorema de Lagrange
1q — —r1c-y1 = |Gl
Awwaﬂ|‘“?¢w“”]‘“1H]— /inr

Logo, |[H| = |y (6(H)| e, como H < y(8(H)), segue que H = (6(H)).

POI’tantO, l/) of = IdT(G)

Analogamente, pelo item (b), escolhendo H=y(L) temos que
dimgyyyM = [¥(L)| e pelo item (a), temos dim;, M = [{p(L)].

Assim, dimgyy)M = dimy M. Logo, utilizando o resultado (3.1), segue que

dimyM = (dimg(y )M ) (dim,8(p(L))) =
dim,M = (dim M) (dim,6(p(L))) =

dim 6(p(L)) =1

ou seja, (¥ (L)) = L.

4., CONCLUSOES

Este projeto de pesquisa Iniciagdo Cientifica em Teoria de Galois nos
proporcionou um maior desenvolvimento do raciocinio légico-matematico, uma
melhora na familiarizacdo com apresentacdes em publico e a iniciacdo a pesquisa na
area de Matemaética, especificamente na area da Algebra. Com este trabalho
conseguimos alcancar todos os objetivos, tais como estudar o Teorema da
Correspondéncia de Galois e provar que o polindmio f(x) = x> — 6x + 3 € Q[x] néo
€ soluvel por meio de radicais sobre Q.

Foram apresentados os trabalhos: “A Simplicidade dos Grupos A4,, n = 5" e
“‘Grupos Finitos: o Teorema de Cayley”, sendo duas apresentacdes no XXIV
Congresso de Iniciacéo Cientifica da UFPel e outras duas na 142 Mostra da Producao
Universitaria da FURG, ambos em 2015. Houve também duas apresentacbes de
divulgacao do projeto, em 2014 e 2015, na XVI e XVII Semana Académica do Curso
de Licenciatura em Matematica.
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