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1. INTRODUCAO

Abordaremos dois métodos semianaliticos para a resolucdo da equacédo de
adveccao-difusdo bidimensional, a qual se trata de um modelo matematico que
descreve o0s niveis de concentracdo de poluentes existentes na atmosfera
considerando uma Camada Limite Planetaria (CLP) heterogénea. Os métodos
abordados neste trabalho foram o Advection Diffusion Multilayer Method (ADMM-
COSTA et al., 2006) e o Método de Homogeneizacdo Matemética (MHM-BAKHLOV;
PANASENKO, 1989).

2. METODOLOGIA

A concentracdo de poluentes pode ser estimada através da equacao de
adveccao-difusdo bidimensional, equacdo (1), sujeita as condi¢cdes de contorno
dadas pelas equacdes (2.a) e (2.b):
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onde h é a altura da CLP, ¢ é a concentracdo média, u = u(z) é a velocidade média
do vento na direcdo horizontal, K, = K,(z) é o coeficiente de difusdo vertical, H; € a
altura da fonte, Q é a taxa de emisséo continua da fonte e § € a funcao Delta de
Dirac.

Aplicacdo do ADMM: esse método discretiza a CLP em N subcamadas obtendo
valores médios de K, e u para cada subcamada, dados por:
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paran = 1,2,...,N. Assim a equacao (1) é substituida por um sistema de N equacdes
diferenciais parciais (EDPs) com coeficientes constantes em cada subcamada,
sendo reescrita pela equacgédo (5) sujeita as condi¢cdes de condicbes de contorno
(6.a) e (6.b). A resolugdo do sistema é feita supondo contato perfeito entre as
subcamadas e considerando as condi¢bes de continuidade para a concentracéo e
fluxo nas interfaces, dadas por (7.a) e (7.b).
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paraz=z,en=1,2,..,(N—1), onde, nindica a enésima subcamada.

Para resolver o problema (5), aplicamos a Transformada de Laplace em x e
resolvemos a equacéao diferencial resultante, cuja solucdo é dada pela equacéao (8).
Para determinar as constantes A,, e B,, aplicamos as condi¢cdes de contorno (6.a) e
(6.b) e as (2N — 2) condicbes de interface (7.a) e (7.b) obtendo um sistema linear de
dimenséo 2N que é resolvido por eliminacédo de Gauss.

Cu(s,z) = Apefn” + B e Rn% + ﬁ [e Rn(z=Hs) — eRn(z=H|H (7 — Hy) (8)

onde H(z — H;) é a funcéo de Heaviside e R, = |-
Zn
Obtemos a concentracao final de poluentes aplicando a transformada inversa
de Laplace na equacédo (8) que é calculada numericamente pelo Algoritimo de Fixed

Talbot proposto por ABATE; VALKO, (2004).

Abordagem ADMM-MHM: O MHM descreve, em um meio homogéneo equivalente,
0 comportamento de um modelo que ocorre inicialmente em um meio micro-
heterogéneo. Tal comportamento € dado pelos coeficientes efetivos calculados a
partir da discretizacdo feita pelo ADMM, equacgdes (9) e (10), por isso adotaremos a
nomenclatura ADMM-MHM por ser uma combinacao dos dois métodos.

P p——— ©) a-(u@)= 212 e, (10)

h = K,
onde Az € a altura de cada subcamada, h a altura da CLP e K, e u, calculados pelo
ADMM. Dessa maneira, o problema inicial para a ED de coeficientes variaveis,
equacao (1) é aproximado por uma Unica ED com coeficientes constantes dado pela
equacdao (11) e sujeita as condi¢cdes de contorno dadas pelas equacgdes (12) e (13):
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I?Z% =0,emz=0ez=h (12) c(0,2) = %5(2—1‘15), emx=0. (13)

Aplicamos a Transformada de Laplace em x e resolvemos a EDO resultante.
Aplicando as condi¢des de contorno determinamos as constantes de integracéo,

obtendo assim a solug&o dada pela equacgéao (15).

Q cosh(Rz)
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onde R = |=,
K

4



C .3 2 O ‘I 6 XXV CONGRESSO DE INICIACAQ CIENTIFICA 22 SEMANA INTEGRADA
% UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS RO [

UFPEL /2016

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equacdo (15) obtemos a
concentracgdo final de poluentes. A transformada inversa € calculada numericamente
pelo Algoritimo de Fixed Talbot.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Afim de fazermos uma andlise de resultados, escolhemos algumas
parametrizacdes para o coeficiente de difusao:

e PLEIM; CHANG (1992): KZ=O,4a)*z(1—%j (15)

-4z 8z
e DEGRAZIA et al. (1997): K, :[0,22h Wi/%JG /1—%}{1—(3 h —0,0003" J (16)
z 227
e ULKE(2000): K, :O’4U*Z(1_ﬁ}{4‘/l_T] (17)

Como parametrizacao para a velocidade média do vento utilizamos:

@\p[ﬂ (18)
k z, L

onde ¥ (z/L)=-47z/L € a funcdo de estabilidade, z é a altura, k=0.4 é a constante
de Von Karmam, L é o comprimento de Monin-Obukov, u, € a velocidade de
friccéo, z, € o comprimento de rugosidade (PANOFSKY; DUTTON, 1988).

A comparacao entre os resultados dos dois métodos aplicados € feita através
de indices estatisticos (HANNA, 1989) apresentados na Tabela 1. Podemos
observar que os dois métodos matematicos apresentaram a mesma eficacia para o
modelo e ndo ha diferencas significativas nos resultados entre eles, pois os indices
estatisticos estdo proximos dos seus valores ideais.

Tabela 1: indices Estatisticos

Kz Método NMSE | COR FA2 FB FS
Eq.(15) ADMM 0,06 0,889 | 1,000 | 0,022 | 0,062
' ADMM-MHM 0,12 0,851 | 0,957 | 0,173 | 0,141
Eq.(16) ADMM 0,05 0,901 | 1,000 | 0,005 | 0,091
' ADMM-MHM 0,11 0,856 | 0,957 | 0,134 | 0,149
Eq.(17) ADMM 0,06 0,892 | 0,957 | -0,096 | 0,046
' ADMM-MHM 0,10 0,850 | 0,957 | 0,097 | 0,136

Valor ideal: 0 1 1 0 0

Na Figura 1, apresentamos os graficos que expressam as concentracdes de
poluentes em funcéo da distancia da fonte no nivel do solo para cada coeficiente de
difuséo utilizado.
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Figura 1: Concentracdo de poluente predita pelos métodos em funcdo da distancia
da fonte no nivel do solo para os coeficientes das equacotes (15), (16) e (17).

4. CONCLUSOES
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De acordo com a analise feita, podemos perceber que os dois métodos
apresentam bons resultados, pois seus indices estatisticos se aproximam do valor
Ideal. Além disso, as curvas para cada K, apresentam o mesmo comportamento em
ambos os métodos. Porém, levando em consideragdo o tempo computacional gasto
para simular o problema, concluimos que a abordagem ADMM-MHM €& mais
eficiente que a aplicacdo direta do ADMM. Pois o ADMM transforma o problema
original que é uma ED de coeficientes variaveis em um sistema de N ED’s de
coeficientes constantes. Além disso, precisamos resolver um sistema de ordem 2N
para encontrar as constantes de integracdo, o que acaba gerando um grande
esforco computacional. Por outro lado, a abordagem ADMM-MHM supera isso, pois
substitui o problema original por uma Unica ED com coeficientes constantes, os
quais sao calculados aplicando as condi¢cdes de contorno, tornando o método mais
rapido e com precisdo na estimativa da solu¢do do problema original, assim obtendo
grande eficiéncia computacional.
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