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1. INTRODUCAO

Este trabalho consiste em deduzir as equacfOes paramétricas das curvas
hipotrocdides, obtidas através do Espirégrafo. A parametrizacdo de uma curva,
segundo VILCHES; CORREA consiste em descrever o seu trajeto em fungdo de um
intervalo de tempo, ou seja, precisamos determinar as coordenadas de um ponto
da curva em funcédo de um parametro.

Em alguns documentos oficiais e também em rel6gios podemos encontrar
curvas muito parecidas com as que estudamos aqui, elas sdo muito dificeis de se
reproduzir e atuam para dificultar a falsificacdo de documentos. As magquinas que
produzem tais curvas chamam-se Guilloché, que é uma espécie de espirografo,
com mais de duas roletas.

Vamos obter as equacdes paramétricas das curvas hipotrocoides e
também apresentar alguns exemplos, como ANDRADE (2014).

2. METODOLOGIA

A metodologia utilizada consiste em pesquisas em livros, artigos e internet,
o0 estudo e a realizacdo do trabalho se deram através de seminarios.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

O espirdgrafo foi criado pelo matematico Bruno Abdank Abakanowicz (1852
- 1900), mas como brinquedo foi elaborado em 1965 pelo engenheiro Denys
Fisher (1918 - 2002), o brinquedo consiste em rolar um circulo dentado dentro de
outra circunferéncia fixa de raio maior, a roda que se move possui Varios furos,
assim ao colocar a ponta de uma caneta em um desses orificios e girar,
desenham-se diversas curvas (Figura 1), essas sdo chamadas de hipotrocoides.
As curvas variam de acordo com o tamanho da circunferéncia e do ponto
escolhido para a caneta.

Figura 1: Espirégrafo
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Vamos determinar as equacdes parameétricas das curvas obtidas por meio
do espirdgrafo. Observando a Figura 2, tomamos um circulo de raio r = CB
tangente interiormente a outro circulo de raio maior R = 0A = OB. Consideramos
a origem do sistema no centro O do circulo de raio maior.

Figura 2

O circulo menor gira tangencialmente ao circulo maior e primeiramente,
suponhamos que o circulo menor esteja com o centro no eixo Ox. Assim, para um
instante B o arco BD mede o mesmo que o arco BA. Consideramos um ponto G
no circulo menor, a a unidades de distancia do seu centro e § o0 angulo que 0C
forma com o eixo Ox. Note que, este ponto G corresponde ao furo escolhido no
circulo menor.

Apos fixar valores para r, R e a, vamos determinar as coordenadas de G
em funcdo de f, ou seja G = (x(B),y(B)). As coordenadas obtidas equivalem as
equacdes paramétricas das curvas.

Observando a Figura 2, temos que x(8) = OH + HI = OH + FG e y(B) =
IG = HC — FC.Como OC = OB — CB, entdo OC = R —r e dai

cos(B) = (0):? e sin(pB) = Z:g
OH = 0C.cos(B) = (R —1).cos(B)
HC = OC.sin(B) = (R —r).sin(p)
Temos que CG = a e a é a medida do angulo FCG, entdo
cos(a) = % - FC = a.cos(a)

sin(a) = % - FG = a.sin(a)
Agora, vamos estabelecer uma relagéo entre § e a. Temos que [ = %A,
logo BA = B.R e como a qualquer momento BA pode medir o mesmo que BD,
entdo BA = £.R = BD. A medida do angulo BCD = 5D — BR radianos. A medida

S
dos angulos internos do triangulo retangulo OCH é
~ s
ﬁ + OCH + E =T
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~ Vs
OCH = m— 5~ p
OCH = %— B radianos
O angulo raso OCB é igual & soma dos angulos OCH, FCG e GCB e temos
que FCG = a e GCB = BCD entéo
OCB = OCH + FCG + GCB

o« = g+ B-<1—§>

Usando as férmulas trigonométricas cos G + 9) = —sin(0), sin (g + 9) =
cos(0), cos(— 0) = cos(0) e sin(— 0) = —sin(0), temos:

e =sn(3+ (- ) o (1-)s)
os(-(-2)9) = (2 1))

x(B) = OH + HI = (R —1).cos(B) + a.sin(a)
x(B) = (R —r).cos(B) + a.cos ((; — 1) ﬁ)

s (5 (1-2)5) = -sn (1)) - sn (£ 1))

y(B) = HC — FC = (R —r).sin(B) — a.cos(a)
R
v(B) = (R —r).sin(B) — a.sin <<? — 1) ﬁ)
Logo, obtemos as equacdes paramétricas que definem as curvas
hipotrocéides,  sdo0  x(B) = (R — r).cos(B) + a. cos ((5 -1) ,3) e y(B) =

(R —r).sin(B) — a.sin ((g — 1) ﬁ).
PERIODICIDADE

Sabemos que as funcdes sin x e cosx sao periddicas de periodo 2. Logo,
as curvas obtidas através do espirdgrafo também sado periddicas, pois elas se
fecham. Temos cos <(§ — 1) ,8) e sin <(§ — 1) ﬁ) gue tem periodo p = 27r.5—11 =

T . . R . . .
ZH'E' Vamos considerar dois casos: ~ racional e irracional:

Se § for racional, consideramos a forma irredutivel de §= % s,st e Zet=#
p . .11t
0. Dai o quociente: ? = %‘_1 =—
Mas x(B) e y(B) sdo uma soma de funcbes, logo seus periodos serao
dados por p = 2rt. De fato:
Tome S € (0, 2m), temos que para f; = f + 2mt:

cos(B;) = cos(B + 2mt) = cos(B).cos(2nt) — sin(B).sin(2nt) = cos(pB)

Entdo: cos ((g - 1) ﬁl) = cos <(§ — 1) B+ 27tt)> = cos (G - 1) B+
G — 1) Znt) = cos ((ST_t) ﬁ) . cos((s — t)Zn) — sin ((ST_t) B) . sin((s — t)Zn) =
cos ((ST_t) ﬁ)
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Assim x(B) = x(B,) para B, = B + 2nt, para y(B) procedemos de forma
analoga. Logo, os periodos de x(B) e y(B) variam de 0 < B < 2km,onde k€ Z e é

. R . , R . . ~
0 denominador de — hasua forma irredutivel. Se - for irracional, a curva ndo se

fechara.
EXEMPLOS

a. R=10,r=7ea=5;0 < < 14rn (Figura 3) Observe que % € racional.

x(B) = 3.cos(f) + 5.cos (;B) e y(B) = 3.sin(f) — 5.sin (;ﬁ)

b. R=29,r=20ea=8; 0 <p <40n (Figura 4)
x(B) = 9.cos(B) + 8.cos (%B) e y(B) = 9.sin(B) — 8.sin (zioﬁ)

Figura 3 e 4, respectivamente
4. CONCLUSOES

Com este trabalho iniciamos o estudo das curvas parametrizadas e vimos
gue é possivel obter infinitos exemplos de curvas hipotrocéides. A partir de agora
vamos seguir estudando o comprimento destas curvas e sua curvatura.
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