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1. INTRODUÇÃO 
 

Muitas vezes nos setores das tecnologias de comunicação e transmissão de 
dados, é necessário pôr em órbita satélites e sondas. Isto se faz com o auxílio de 
foguetes e veículos espaciais. No entanto, o laçamento de um foguete é um 
processo que lança uma grande quantidade de poluentes na atmosfera e que 
afetam, direta (doenças respiratórias) ou indiretamente (gases de efeito estufa), a 
saúde da população nas proximidades das bases de lançamento. 

Diante disto, é necessário o desenvolvimento de modelos que prevejam o 
comportamento da dispersão da nuvem de efluentes para que os lançamentos 
sejam planejados de forma a que os efeitos diretos da liberação de poluentes 
sejam minimizados. 

Os modelos de dispersão de poluentes, em sua abordagem Euleriana, são 
baseados na equação de advecção-difusão que é derivada da equação de 
conservação de massa. Uma das técnicas que vem sendo utilizada para resolver 
este tipo de modelo é a GILTT (Generalized Integral Laplace Transform 
Technique). Esta técnica consiste resumidamente nos seguintes passos: 1) 
aplicar a transformada de Laplace na variável temporal para transformar o 
problema transiente em um problema estacionário; 2) expandir a concentração 
em termos de autofunções, obtidas através da solução de um problema de Sturm-
Liouville auxiliar que contenha a maior quantidade possível de informações sobre 
as condições iniciais e de contorno; 3) aplicar um operador integral que, devido à 
propriedade de ortogonalidade, simplifica o problema original a uma equação 
diferencial ordinária linear de primeira ou segunda ordem; 4) a solução da EDO é 
obtida pelos processos de diagonalização e transformada de Laplace; 5) inversa 
de Laplace por quadratura gaussiana para obter a concentração original. 

MOREIRA et al. (2009) apresentam uma breve revisão do uso da GILTT 
para encontrar a solução de equações de advecção-difusão uni e bidimensionais, 
para os casos estacionário e transiente, focando na simulação da dispersão de 
poluentes na atmosfera. BAINY et al. (2015) usam a GILTT para avaliar a 
dispersão atmosférica em lançamento de foguetes, baseando-se em uma 
equação de advecção-difusão bidimensional transiente com deposição.  

No presente trabalho apresentamos uma solução analítica tridimensional 
para a dispersão de efluentes em lançamento de foguetes, utilizando método 
espectral (passos 2 e 3 acima) em conjunto com a GILTT. Chamaremos o modelo 
de 3D-GILTTR (Three-dimensional GILTT for Rocket exhaust diffusion) 

 
 

2. METODOLOGIA 
 

No presente trabalho usaremos o modelo descrito como: 
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  (1) 
 

onde C  é a concentração tridimensional ( , , , )C x y z t ; u  é a velocidade do vento; 

gv  é a velocidade de deposição gravitacional;   é o termo de decomposição 

físico-química; R  é o coeficiente de remoção; e yK , zK  são os coeficientes de 

difusão turbulenta na direção y  e z , respectivamente e dependem apenas da 

altura z . 
As condições inicial, de fronteira e de fonte são dadas por: 
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onde dV  é a velocidade de deposição; 0z  é o comprimento aerodinâmico; h  é a 

altura acima da superfície; Q  é a taxa de emissão;   é a função degrau de 

Heaviside; rt  é tempo de emissão;   é a função de Dirac; 0y  é a distância em y  

em que a concentração é avaliada; e sH  é a altura da fonte. 

Para resolver o problema dado pelas equações (1) e (2), primeiramente 

vamos aplicar o método espectral na variável y . Para tanto, consideremos o 

problema auxiliar de Sturm-Liouville dado por: 
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onde yL  é o limite do domínio em y  e mY  é a solução do problema dada por 

cos( )m y  com /m ym L  . Agora, expandindo a concentração de poluentes em 

termos das autofunções obtidas anteriormente, segue que: 
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Substituindo (4) em (1), aplicando o operador integral  
0

. ( )  

yL

nY y dy  e truncando o 

somatório em M  termos, obtêm-se um conjunto de 1M   equações advectivo-
difusivas bidimensionais transientes: 
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Estas equações são resolvidas usando a GILTT (MOREIRA et al., 2009). 
Então, aplicando a transformada de Laplace em t , usando a condição inicial dada 

em (2) e expandindo a concentração transformada da seguinte forma:  
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onde *

mC  representa a concentração transformada e 
l  são as autofunções do 

problema de Sturm-Liouville: 
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dadas por ( ) cos( ( ))l lz z h   e sendo l  os autovalores do problema auxiliar 

obtidos pelo método numérico de Newton-Raphson. Substituindo (7) em (6), 

aplicando o operador integral  
0

. ( )
h

j z  e truncando o somatório em L  termos 

obtem-se, em forma matricial: 
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A EDO acima é resolvida usando-se a transformada de Laplace em x  e a 
diagonalização da matriz F, conforme descrito em MOREIRA et al. (2009).  
Devido à complexidade da inversa de Laplace na variável temporal, é necessário 
resolvê-la usando quadratura gaussiana.  
 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Para os resultados serão considerados neste trabalho 0gv  ; 0R    ; 

0dV  ; 115sH  metros; 1Q   e 3600rt   segundos. Os outros dados e 

parametrizações da turbulência foram retirados do trabalho de BUSKE et al. 
(2012). 

 As concentrações de poluentes obtidas pelo presente modelo foram 
comparadas com aquelas encontradas nos experimentos de Copenhagen 
(GRYNING (1981)), uma vez que não existem dados experimentais para o caso 
da liberação de foguetes em bases de lançamento disponíveis.  

A análise estatística dos resultados é realizada utilizando índices estatísticos 
descritos em HANNA (1989), a saber: erro médio quadrático normalizado 
(NMSE); coeficiente de correlação (COR); fator de dois (FA2); fator de inclinação 
(FB) e desvio fracional padrão (FS). Os resultados são mostrados na Tabela (1). 
Uma análise da tabela mostra que o modelo é eficiente em representar a 
concentração em efluentes de foguetes, mesmo o fenômeno de dispersão sendo 
um processo turbulento e, portanto, difícil de ser modelado, estando sujeito a 
condições atmosféricas e de terreno.  

O gráfico de espalhamento corrobora a ideia de que o modelo está de 
acordo com os dados experimentais conforme podemos ver na Figura (1). Quanto 
mais próximo da diagonal melhores são os resultados. 

 

 NMSE COR FA2 FB FS 

Valor ideal 
3D-GILTTR 

0 
0.08 

1 
0.93 

1 
0.87 

0 
0.11 

0 
0.1 

Tabela 1: Análise estatística do modelo 3D-GILTTR. 



 

 

 
 Figura 1: Gráfico de espalhamento da concentração predita e observada 

pelo presente modelo. 
 

4. CONCLUSÕES 
 

Analisando os dados obtidos acima e levando em consideração que: os 
resultados foram gerados para um modelo simplificado, sem deposição e sem 
fonte; e que, além disso, o fenômeno de dispersão é turbulento; nota-se que o 
modelo mostrou-se adequado no cálculo das concentrações. Apresentando uma 
boa aproximação com os dados observacionais, tornando o modelo uma boa 
ferramenta para o estudo do fenômeno de dispersão de efluentes. 
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