CO2015

XXIVCONGRESSODEINICIACAOCIENTIFICA
DAUNIVERSIDADEFEDERALDEPELOTAS

CONTROLE OTIMO APLICADO AO SISTEMA DE
LOTKA-VOLTERRA PRESA-PREDADOR

JESSICA C. S. BUENO?!; ALEXANDRE MOLTERZ;

LUCIANA R. PIOVESAN3;FABIO S. BOTELHO?
1Universidade Federal de Pelotas — jessica_bsaldivia@hotmail.com
2Universidade Federal de Pelotas — alexandre.molter@yahoo.com.br
SUniversidade Federal de Pelotas — lurpiovesan@gmail.com
4Universidade Federal de Santa Catarina — fabio.silva.botelho@gmail.com

1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é formular e resolver o problema de controle étimo
utilizando um modelo de Lotka-Volterra presa-predador. O problema de controle
sera aplicado ao controle biolégico de pragas que consiste em inserir predadores
em meio as pragas, prejudiciais as plantagdes, com a finalidade de manter a
populacdo de pragas abaixo do nivel de danos econdémicos, bem como evitar a
extincdo das pragas, visto que se deseja o equilibrio ecolégico.

O modelo presa-predador de Lotka-Volterra foi formulado por Lotka em 1925
(LOTKA, 1925) e adaptado por Volterra em 1927 (VOLTERRA, 1927). Tal modelo
retrata a interacdo interespecifica entre duas ou mais espécies. Neste trabalho
serdo consideradas duas espécies, sendo que o modelo matematico é descrito da
seguinte forma:

X1 = %1 (1 — Q111 — Ag2X3 ),
Xy = Xp(—=T2 + 21%1 + Ag2%7),

onde x; e x, representam a densidade de presas e predadores, respectivamente.
Os termos r; e r, S@0 as taxas de crescimento e mortalidade, respectivamente.
Os termos a;; com i,j = 1,2 representam os coeficientes de competicdo entre
espécies.

Por meio de simula¢gdes numéricas se buscara manter os sistemas em niveis
de pragas desejados para o equilibrio biolégico e abaixo de danos econémicos.

2. METODOLOGIA

Formulacédo do Problema

O modelo de Lotka-Volterra, com controle, pode ser descrito da seguinte
forma:

X1 = x1 (1 — Q111 — Ag2X7 ),
)&2 = xz (—7‘2 + a21x1 + azzxz) + u,

(1)

onde u sera considerado uma fungédo de controle linear que representa insercao
ou retirada de predadores do meio. O problema de controle 6timo pode ser
formulado da seguinte maneira: minimizar o funcional de custo quadratico

t

1
_Kxu)=§J£WQX+uRMda (2)
0
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onde Q,x, € R;x; sdo matrizes semi-positiva definida e definida positiva,
respectivamente, em relacdo ao estado X = [x; x,]7e o controle u, sujeito ao
sistema nao-linear (1) e condic¢des iniciais, em 0, e finais, em t, dadas por

x1(0) = xp1, x1(t) = Xpq,
x2(0) = x¢2, X2 (1) = X

Resolucao do Problema
Linearizando (1) em torno de um ponto de equilibrio desejado (x;, %),

obtemos:

X1 = X117y — 2091%1X1 + Q11X X1 — QX1 X5 — Q1% X, + A12X1 X,
Xy = XoTy — Ap1X1 Xy — A1X1Xy + A31X1 Xy — 20A22X2X + Ap2XX5 + U.

3)

O Lagrangiano do problema de controle acima formulado é dado por
(BOTELHO, 2014):

t
LX,u,A) =]J(X,u) + f/ll[ X1 — x1(ry — ag1X1 — AgpX5)]dt
0

t
+ f Aol X5 — x5(rp — az1%; — azpx;) — uldt.
0

Reescrevendo L na forma linearizada (3) tem-se:

LX,u,A) =J(X,u) + Li(X, 1)) + L,(X,2,,u), 4)

onde
t

Li(X,4) = f’ll( X1 — X111+ 2011%101 — Q11X X + QXX + A1pX1 X — A% X;)dE
0
e
t

L,(X,A,,u) = fﬂz( Xo—XoTy + Ap1X1 Xy + Ap1X1 Xy — Ap1 X1 Xy + 2022X2X) — AxpXX, — U)dt.
0

Variando o funcional, no estado estacionario, buscam-se os niveis em que
6L(X,u,A) = 0 em [0, t]. Assim, tem-se as variacoes:

. Em x;: 6L(X,u, 1) = (qu1 + q21)%1 — Ay — 1Ay + 20415141 + az1%,15.
. Em x,: SL(X,u, 1) = (qup + Go2)Xp — Ay + Q%1 A5 + 1oy + ap %y Ay + 2055554,
Dai, temos:
0 [xl] _ [ . —Ay — 1Ay + 200170 + Ay %A, _v
X2 =y 4 A12X1 A5 + 1oy + Ay XA, + 205,554,

Isto €,

ol =e ©
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6Z(X,u,l)=Ru_Az =0 ﬁqu_llz. (6)

Substituindo x; (1) e x, (4) em (4) é possivel calcular 1, e A, através das
equacdes (5) e (6).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicacdo no Controle Biologico de Pragas

O modelo com controle pode ser aplicado a uma lavoura de milho, sendo a
presa, a praga do milho, e o predador, um inimigo natural desta presa.

Para esta aplicacdo consideraram-se 0s seguintes parametros (BUENO,
MOLTER, PIOVESAN, 2014) no sistema (1):

41 3 aqq aq» azq az;
0.15 0.1 0.0009 0.036 0.0015 0
Tabela 1

Considerou-se, ainda, que x; = 6 e x, = 4. Foram realizadas simulacdes
numeéricas no software Matlab para verificar a eficiéncia da metodologia proposta.
As derivadas do sistema (4) foram resolvidas utilizando o Método de Diferencas
Finitas e as integrais foram resolvidas numericamente.

Na Figura 1 € apresentada a dindmica do sistema de Lotka-Volterra (1), com
0s parametros da Tabela 1, sem controle, com condigdes iniciais em (2,2).

Sistema sem Controle
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Figura 1

Pode-se observar pela Figura 1 que o sistema estabiliza em um nivel de
pragas superior ao desejado, consequentemente, ocasionando danos a lavoura.
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As trajetorias temporais do sistema de Lotka-Volterra com controle séo
apresentadas na Figura 2, com condi¢des iniciais em (2,2).

Sistema com Controle
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Figura 2

Pela Figura 2 é possivel notar que o sistema foi controlado e as trajetorias
atingem o equilibrio em aproximadamente 20 dias.

4. CONCLUSOES

Este trabalho propés a formulacéo e resolucdo de um problema de controle
Otimo para o sistema de Lotka-Volterra presa-predador com aplicacdo no controle
biolégico de pragas. O controle, assim desenvolvido, apresentou eficiéncia a
medida que estabilizou as trajetérias temporais em um nivel desejado de
densidade de pragas, fazendo com que o sistema ficasse equilibrado
biologicamente e abaixo do limiar de danos econdmicos.
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