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1. INTRODUCAO

Um composito é um material heterogéneo formado por arranjo microscépico
de materiais homogéneos diferentes. O mercado de compdésitos tem crescido de
forma constante nas Ultimas décadas e inclui diversas aplicacdes aeroespaciais,
biomédicas, na industria automobilistica, bem como na infraestrutura civil (LEVY
NETO, 2006). Isto se deve a que as propriedades fisicas efetivas (macroscoépicas)
dos compoésitos reanem e melhoram as propriedades dos seus materiais
componentes.

Uma alternativa para encontrar a lei do comportamento efetivo de um
compésito, por exemplo, a tensdo em funcdo da deformacdo e da posicéo, é
estimando cotas (superiores e inferiores). A maioria dos trabalhos desse tipo se
ocupa em encontrar limites para a energia efetiva no compoésito, e entdo
diferenciando tais cotas, chega-se a uma estimativa das cotas para o a lei efetiva
da tensdo. Entretanto, como derivando-se uma aproximacdo de uma fungcdo néo
obtém-se necessariamente uma aproximacao de sua derivada, tais métodos néo
provém rigorosas cotas para a lei do comportamento efetivo.

Diante disso, este trabalho objetiva encontrar, de forma direta, cotas
variacionais para a lei efetiva da tensdo numa barra bifasica periodica néo linear,
comparando os resultados encontrados com a lei effetiva obtida através de outro
meétodo — o Método de Homogeneizagao Assintotica.

2. METODOLOGIA

Formulacao do Problema
Seja uma barra bifasica periodica Q, formada pela replicacdo da célula

periddica Q" =Q,,, UQ, com ieZ. Dessa forma, deteremos nosso estudo em
uma Unica célula de peridiocidade, a saber, Q, =Q, UQ,. A lei da tenséo o (e, X)
na barra, em funcéo da posicdo x e da deformacéo ¢, é dada por:
o(e,x) =I1,(x).0, () +I1,(x).0, (&) (1)
1L, xeQ

sendo IT,(x) = {O ‘e Q' a fungéo indicadora.

A leis efetiva relacionam a média da tenséo (5) com a meédia da deformacéo
(&), dadas por

E:jaumx,ézjgumx ()

ou ainda, podemos escrever:
o’ =o(¢) 3)
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Seguindo MILTON; SERKOV (2000) e TALBOT; WILLIS (2004), define-se trés
conjuntos: K., K(x)e para a célula a ser estudada, sendo

K, ={(0,6)| o =0,(6,X)}
K(x) ={(c,€) | o =T1,(X).0, () +I1,(x).0,(£)} 4
K :{(E,E)|E=08(E)}

Define-se também um potencial local U, (o,¢)e U(xo,& , como segue

abaixo.
0,(c,¢) e K,
+o,(0,¢) ¢ K,

U(xo.6) ={ 0,(x,0,¢) € K(X) ()

40, (X, 0, &) & K(X)

Ur(a,g):{

Em PEIGNEY (2005) define-se um potencial global U¢(c,¢), pelo Principio
da Minima Energia, como:

U(o,&) = (a,g)elsrg)m;) (U (x,0, 8)> (6)
do

sendo S(E)={g|au|3—”=g,u=,§x,x6m} e T(E):{a|d—:o, (@:E}. Além
X X

disto, (.) é o operador média definido como (.) = ﬁj()dx :
Q

Introduz-se entdo um compaosito de comparagdo com potencial

1 1 1
U° (o,&)==b’c” +=a’s’ —=eo (7
2 2 2
onde a’ eb’sdo tensores positivos arbitrarios, caracteristicos do compésito de
comparagdo, com b’ = (@’)" e r=21,2.
Aplicando a Transformada de Legendre em (U —U°)(x,a,g) tera-se

(U-U°)*(x,7.n), para (z,77) arbitrarios, da seguinte forma:

(U —U°)*(x,r,77):sup{rg+na—(U —U°)(x,a,g)} (8)
Logo, tem-se que: |
U(X,O',g)22'5+770'—(U —U°)*(X,T,77)+U°(X,O',g) (9

Sendo assim, de (6), conclui-se que:
Us(e,8)>  inf _(z+no—(U-U°)*(xr,m)+U°(x0,8))  (10)

(0,£)eS()xT (o)

Como (5,2) e K, tem-se U®(c,¢) =0, logo, pode-se escrever (10) como:

0> (r)z+{njo+2(b)0" +(al)s ~ oo - ((U-U) () (1)
com, sendo c,a concentragdo da fase 1, e c,, da fase 2:
(U-U")*rm)) = (U, ~UL)* (7 +¢, (U, —U,° ) * (%, 7,) (12)

Obtencéo das cotas
Para obter as cotas para o° =o(¢), basta isolar o na desigualdade (11),
otimizando os valores de a’, b°, 7 e . Neste trabalho, serd seguido como no

trabalho de MILTON; SERKOV (2000), onde estudou-se o caso especial em que
al =b’ =0, além de tomar-se 7 =0e n =te, sendo t um parametro real.
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1 - 1 0)%
(E—tjdz —;<(U -U ) (X,T,?])>
Dessa forma, para obter as cotas superior e inferior 6timas para o° = o(z),

basta tomar valores de t, maximizando e minimizando em relacdo a este
parametro, respectivamente, as cotas inferiores e superiores obtidas.

(13)

Método de Homogeneizacao Assintdtica — MHA

A lei efetiva para o° = o(¢) seré obtida através do MHA conforme mostrado
em DECIO JUNIOR; FERNANDEZ (2004). Para maiores detalhes, ver se¢éo 7 do
capitulo 3 de BAKHVALOV; PANASENKO (1989) e capitulo 2 de FERNANDEZ
(2006).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para aplicagcdo do método e comparacdo com o MHA, utilizaremos como

exemplo o caso de uma barra bifasica periédica néo linear, com contato perfeito
entre as fases, com a seguinte relag&o constitutiva para a tenséo:

o, (e)=a¢&xeQ,
G(S,X): 1( ) al , 2i-1 (14)
0,(8) =8, , X € Qy
onde ieZ e a e a, sdo as propriedades elasticas dos materiais constituintes.

Aplicando o método a essa relacdo constitutiva, teremos as seguintes cotas
para o° = o(¢) (normalizada por & ¢):

e 2 _

o2& (3+Eczmj (15)
ae 1-2t\2 27

Onde para t:tlzé(—z+3—x/zz+102+9) tem-se a cota superior, e para

t, = %(—z +3+4/22 +10z2 +9) , a cota inferior. Além disso, z =

t=

27¢, _a,

16¢c, 4
Para esta mesma lei, pelo MHA, obtemos a seguinte lei efetiva:

e

c _1 1_CLi 1. 62 1 (16)
ae C cel (4 022 2

A fim de ilustrar graficamente essas aproximac¢des, vamos considerar um
caso particular com A=2, ¢, =¢, =0,5.

008 0o

oI 00® 00 0mE
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Figura 1: Cotas superiores e inferiores e lei efetiva obtida através do MHA

4. CONCLUSOES

Conseguiu-se obter com sucesso as cotas para a lei efetiva da tensdo no
caso considerado, e ainda sua veracidade foi verificada através da lei efetiva
obtida com o MHA. Entretanto, acredita-se que €& possivel aperfeicoas essas
cotas, a fim de obter-se aproximacdes melhores, e este sera o foco dos estudos
posteriores.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

DECIO JUNIOR, R. M. D. S. FERNANDEZ, L. D. P. Comportamento efetivo de
uma barra bifasica periddica nao linear, através do Método de Homogeneizagao
Assintética. In: CONGRESSO DE INICIACAO CIENTIFICA DA UNIVERSIDADE
FEDERAL DE PELOTAS, 18., Pelotas, 2014. Anais do XVIII Congresso de
Iniciacdo cientifica da Universidade Federal de Pelotas. Disponivel em
<http://www?2.ufpel.edu.br/cic/2014/?sec=anais&area=ce> (Acesso em 01 de
junho de 2015).

FERNANDEZ, L. D. P. Procedimientos asintéticos y variacionales de
homogeneizacion em la evaluacion del comportamiento efectivo de
compuestos elasticos no lineales. Janeiro, 2006. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias Matematicas) — Curso de Pdés-graduacdo em Ciéncias Matemadticas,
Universidade de Havana.

LEVY NETO, F.; PARDINI, L. C. Compadsitos estruturais: ciéncia e tecnologia.
S&o Paulo: Edgard Blicher, 2006.

MILTON, G. W.; SERKOV, S. K. Bounding the current in nonlinear conducting
composites. Journal of the Mechanics and Physics of Solids. v.48, p. 1295—
1324, 2000.

BAKHVALOV, N. S.; PANASENKO, G. P. Homogenization: Averaging
processes in periodic media. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1989.

PEIGNEY, M. A pattern-based method for bounding the effective response of a
nonlinear composite. Journal of the Mechanics and Physics of solids. v.53, p.
923-948, 2005.

TALBOT, D. R. S., WILLIS, J. R. Bounds for the effective constitutive relation of a
nonlinear composite. Proceedings of the Royal Society of London. v.460, p.
2705-2723, 2004.



