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1. INTRODUCAO

Fenbmenos ocorridos em meios micro heterogéneos e peridédicos séo
normalmente descritos por equacfes diferenciais com coeficientes rapidamente
oscilantes (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Geralmente os fenémenos fisicos
de interesse ocorrem na microescala, a qual pode ser de ordem de décimos de
nandémetros até da ordem de metros. Nestas situacfes a escala microscépica | €
muito maior que a escala molecular e muito menor que o comprimento L da escala
macroscopica, ou seja, | < L. Em processos neste tipo de meio hd uma separacao
de escala estrutural caracterizada pelo parametro geométricoe =1/L, 0<e < 1. Em

tal circunstancia o material heterogéneo pode ser visto como um continuo na
microescala, sujeito a analise classica e propriedades macroscopicas ou efetivas
(TORQUATO, 2002). Em particular, meios periédicos sdo aqueles nos quais a
heterogeneidade pode ser reproduzida mediante a replicacdo periédica de um
elemento recorrente, chamado de célula béasica.

Tendo em vista essas caracteristicas, para o presente trabalho propde-se
construir uma lei que descreva o comportamento efetivo de um meio condutivo de
temperatura micro heterogéneo, periddico, estatico e linear, via Método de
Homogeneizacdo Assintética — MHA. O MHA consiste na transformacédo do
problema de um meio heterogéneo, peridédico, com coeficientes rapidamente
oscilantes (chamado problema original), em outro sobre um meio homogéneo
equivalente ao heterogéneo (chamado problema homogeneizado) que geralmente
ndo depende da variavel rapida. Para ilustrar os resultados obtidos da
homogeneizagéo, tais como os problemas locais, a matriz dos coeficientes efetivos
e a solugéo do problema homogeneizado considera-se um exemplo.

Seja um campo de temperatura descrito pela equacao de (1) e que satisfaz as
condicgdes (2)
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onde f =f(x)eC~*(Q) é a fonte de calor e u® =u® eC?(Q) é a temperatura na
POSIGAO X =(X;,X,,X;), x € Q=[0,1°. Considere que a propriedade do meio seja
isotropica, logo o tensor de condutividade térmica € da forma
Al (x) = A(x/€)d; = A(y)d,, .| =1,2,3, simétrico, A;(y)=A;(y) e de carater definido

positivo, A, (y)n;n, = c|n|2,vn =(n,N2N3), onde ¢ € uma constante positiva, 3, € o



delta de Kronecker. E ainda, as funges A, (y) estdo definidas Vy €Y, A] eC*(Q)
e sdo &Y -periddica (Y =[0,1]® é a dimensé&o da célula basica).

2. METODOLOGIA

De modo a construir uma solugcéo assintética formal (s.a.f.) para o problema
original, propde-se como solugdo uma expansao assintética (e.a.) de u® da forma
u® (x,y,€)=u, (x,y)+eu, (x,y)+eu,(x,y). Substituindo a e.a. proposta no problema
original, aplicando a regra da cadeia total e agrupando em poténcias de ¢, tem-se

que u®sera uma s.af. de u® se as seguintes equacOes forem satisfeitas
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989):
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onde L,= > —| A, (y)— |, ou seja, deve-se obter u,, u, e u, que satisfacam as
aB ;8%( j|(y)aB|j J o, Up€UyQ ¢
equacoes (3)-(5).
Para garantir que as solucdes dos problemas (3)-(5) sejam 1-periddicas com
respeito a variavel y utiliza-se o seguinte Lema:

Sejam A, (y) e F(y) funcgBes diferenciaveis e Y -periddicas e A, satisfaz as

condicBes de simetria e positividade. Entdo uma condicdo necesséria e suficiente
para uma solugdo 1-periddica da equagao L, N =F(y) existir &
111

<F(y)>=IIIF(y)dyldy2dy3=o, (6)

onde L, = i%(Ajl (y)ayilj :
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E ainda, a solucdo geral l-periddica da LN=F(y) é escrita como

N(y)=N(y)+C onde N é a solugcéo de LN =F(y) com média igual a zero sob o
periodo: <N(y)> =0, C é uma constante arbitraria (BAKHVALOV; PANASENKO,

1989).
Solucionado as equagbes (3)-(5) obtém-se que u,(Xy)=Uy(X), 0s p
problemas locais

(7)

e a condicao de existéncia de u, 1-periodica, chamada de equacédo do problema

homogeneizado:
2 d%u
D A, (8)
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onde o coeficiente efetivo é A, =(A,+ ZA“ Wp
=1 I

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para ilustrar os resultados obtidos na secédo anterior considera-se o
coeficiente A, (y)=(1+0.25sin(2my,)sin(2my,))d,, condigbes de contorno tipo

Dirichlet e o termo fonte f =-1.
Para obter a solucéo do problema homogeneizado deve-se conhecer a matriz
dos coeficientes efetivos obtida por
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onde p=123 e N, sdo as solugdes dos problemas locais. O calculo do termo

oN - . L o .
<A]., §p> para obtencdo dos coeficientes efetivos € simplificado utilizando a
|

seguinte relagdo de Green: V-(gG)=(gV-G)+G-Vg, onde g é uma funcéo
escalar e G uma funcéo vetorial, logo o célculo para coeficiente efetivo se resume
3
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Portanto, antes de obter a solugdo do problema homogeneizado,
primeiramente os problemas locais foram resolvidos através do método de
diferengas finitas, onde as solu¢gdes N; e N, podem ser visualizadas na figura

abaixo:

Solugdes dos problemas locais para N, e N, .

N, para a;:HO 25sin(2mx, fe)sin(2mxfe) N, para a;=1 +0.25sin(2mx fe)sin(2mx,fe)
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onde N, =0. A partir desses resultados, pelo método de Simpson, obteve-se a
seguinte matriz de coeficientes efetivos



9.9999.10 -2.0181-10* 0
(Ap)._ . =|-39174.10% 9.9999.10" 0. (10)
1<j,p<3
0 0 1

Assim, considerando estes resultados na pratica sejam AJ., =9, , determinou-
se a solucdo do problema homogeneizado, a qual foi obtida por separacédo de
variaveis, ou seja,

64 Z sin((2i —rx; )sin((2] —1)x;)sin((2k —1)11X, ) (11)

i ((2i—1)2+(2j—1)2+(2k—1)2)((2i—1)(2j—1)(2k—1)2)'

i,jk=1
e gue pode ser visualiza na seguinte figura:

Solugéo do problema homogeneizado para x, =0.5 e x,=0.5.

0.08

u

al

0.05 -

0.04 -

003 -

0.0z -

001+

]

] D.‘W D.IZ DI3 Dld D.‘S DIE D.I? DIB D.IS 1
4. CONCLUSOES

A partir dos resultados pode-se perceber que as propriedades efetivas
preservam o carater definido positivo, a simetria e o comportamento isotrépico do
meio heterogéneo. Além disso a busca da solucdo do problema original com
coeficientes rapidamente oscilantes, seria dificii comparado ao problema
homogeneizado que apresenta coeficientes constantes.

Agradecimentos

Os autores agradecem a FAPERGS/CAPES pelo apoio financeiro para o
desenvolvimento das atividades cientificas e ao apoio do projeto CAPES n°
88881.030424/2013-01 intitulado "Desenvolvimento e Aplicacbes de Métodos
Matematicos de Homogeneizacéo".

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BAKHVALOV, N. S.; PANASENKO, G. P. Homogenisation: averaging processes
in periodic media. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1989.

TORQUATO, S. Random heterogeneous materials: microstructure and
macroscopic properties. New York: Springer, 2002.



