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1. INTRODUCAO

O meio que nos cerca € composto por materiais naturais e artificiais, ou seja,
criados pelo homem, que na sua maioria sdo materiais heterogéneos. Na
modelagem matemética dos fenémenos fisicos que ocorrem nestes materiais
deparamos com o fato de que solucBes diretas, seja por métodos analiticos ou
numericos, sendo impossiveis, sdo muito complicadas de se obter. Deste modo
se faz importante buscarmos métodos que consigam resolver este impasse. Um
método que vem sendo estudado € o método de homogeneizacdo assintética
(Bakhvalov & Panasenko, 1989), que consiste em procurar a solu¢cdo na forma de
uma série assintética e, a qual produz o desacoplamento do problema original em
uma sequéncia de problemas para os coeficientes das poténcias de ¢ e na série
assintética.

Sejam K(¢) uma funcdo de classe C”(R) e 1-periédica satisfazendo a
desigualdade 0<k, <K(¢)<k,, e f(x) uma funcdo de classe C™[0,1].
Construimos uma solugédo assintética formal (s.a.f.) do problema

d X \du®
d_X(K(;] i ]:f(x), x € (0,1), (2)
ug(o) =0, ug(l) =0, (2)

onde x é a variavel lenta, £=x/¢ é a variavel rapida e ¢ € um pequeno
parametro. Problema (1) e (2) descreve um campo de temperatura estacionario
numa haste heterogénea, com um coeficiente de condutividade que oscila
rapidamente K(x/¢) na presenca de fontes de acordo com a lei f(x).

2. METODOLOGIA

Procura-se a solucdo na forma de uma expanséo assintotica (e.a.) dada por
U (X, &) = Uy (X, &) +eu, (X, &) +&°U, (X, &) +...,  E=X1e
onde u;(x,¢) séo fungbes 1-periddicas em ¢, ou seja, u,(x,&+1) =u;(x,<).
De substituir u“’(x,&) em (1) levando em conta a regra da cadeia

X OX & O¢

0=¢’L.u,+& (LU, +L u, +L u,) +&°(Lou, +L.u, +L u, + L u, —f (X)) +...

J, agrupando-se os termos ¢ de mesma poténcia temos
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onde utilizamos o operador L ()= (K(é) ag)

Para a igualdade se satisfeita cada coeficiente das poténcias de ¢ devem se
anular, obtendo-se assim uma sequéncia de equacdes:
e?ilu,=0

-1. _

e L.u =-L.u,-L,u,

0. _

e Lyu,=-L u,-L.u, -L.,u,+f(x)

1.
& ...

Escrevendo-se a equacdo ¢ na sua forma expandida tem-se que
0 K(z]M 0
o¢& e o¢&

integrando em relacdo a ¢, lembrando que 5:5, e sabendo que K(&)>0 ,
&

obtemos

ou (X 9, Ou,(x,€) _ C(x)

K@) ——=Cx= o K@

O seguinte Lema (Bakhvalov & Panasenko, 1989) fornece condi¢des para a
existéncia de solucdes 1-periddicas de equacdes com estrutura como as da
sequéncia acima.

LEMA: Seja F(¢),K(¢) funcbes diferenciaveis 1-periodicas, com K(¢)

positivo e limitado. Uma condicdo necessaria e suficiente para um solugao 1-

periodica da equagdo LN =F eX|st|reque F(é) J'F(é)df 0.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

De aplicar o Lema a equacéo de ¢ segue que existe solucdo u,(x,¢) 1-
periddica em ¢, de onde demonstra-se que ndo depende de ¢, u,(x,&)=Vv(x). Isto

faz com que a equacdo de &' se transforme em L.u,=-L.,u,. De aplicar o
Lema esta equacao segue que a solugdo 1-periodica € u,(x,&) = N,(&)V'(x) onde
N, =i(IZ/K(ry)— l)dr,' e K = <K’1(§)>_J € o coeficiente efetivo. Isso nos leva a supor
que ;)odemos tentar buscar uma e.a. da solucdo na forma de

U (x,2) = ie‘Ni(@v(‘)(x), &=x/e 3)

onde N,(¢)é uma funcéo 1-periodica e v(x) € uma solucdo de algum problema
com coeficientes constantes, que seréo construidos abaixo e v(x) tendo uma e.a.

v(X) =§ejvj(x> (a)

onde v;(x) nao depende de ¢.

Substituindo a serie (3) no lado esquerdo de (1) e usando a regra da cadeia
duas vezes encontramos



&2 (KEONG ) VO +& [(KENL) +KENG () + (KN, (&) V() +
> ¢ -G
+§gl—2 [(K(E)Nf(f))' + KN (E) +(K(E)N (&) +K(EN, (@},(u)(x) _f

Vamos construir v,(x) e N,(¢) para que os termos de ordem & e &
desaparecam e que todos os outros termos sejam independentes do ¢. Obtemos
uma cadeia de relacoes

Lg'gNo(f) =0 (6)
LN, (S) = -K(ON, () - (KN, ()’ (7)
LN, (&) =—KENL, () - (KON @) -KEN @) +h, P> (8)
onde h, € uma constante. Assumindo N, = 1, (6) é satisfeita identicamente, e (7)
se torna a equacéao do problema local
LfiNJ(éz) = —K'(f) . %)
Substituindo (3) nas condi¢des (2) levando em conta a 1-periodicidade de
N, (&) temos

v(0) + & N, (O (0) ~ 93, V() + &N, (O (D) ~ g, (10)
i=1 i=1
Impondo a condicdo N,(0)=0 para i>1, as relagbes (2) tornam-se
v0)~g,, V() ~g,. (11)

Perceba que (8) e (9) podem ser rescritas da forma LN, =T({)+h;, 1>,
dN. d :
onde h, =0, T()=-K'(¢), e T()= -K(g)(?'-u Nizj—%(K(f)Nil),l > 1.
Logo, de aplicar o Lema temos h, = —(T,(¢)). Em particular, h, = K.
Desde que N,(¢) satisfaca (6)-(8), a serie (5) assume a forma

6 20 (x) ~ F(x), (12)
v(0)~g,, v(l)~g,, (13)

entdo U de (3) é a s.a.f. do problema inicial (1), (2).
Substituindo a s.a.f. (4) em (12) - (13), temos
==} -1 . oo oo
I (hZV”(X) + qth_,-+2V§“"+2) (X)] ~F(x), 22e'vg(0) ~9g;, 2" vy(l) ~g,.
q=0 j=0 q=0 g=0
Daqui resulta que o v,(x) deve satisfazer

d?v
h, =7 =100, 420, v, 0)=g" v,()=9%, 920, (14)
onde
f(X) , q:o
9;,9=0
f (x)=9 ot : ,90=g00=1""
Q( ) _z iz VEQ—HZ)(X), q>0 g gi q {O,q>0

j=0
Deste modo, todos os v, podem ser encontrados recorrentemente dos

problemas de valor de contorno (14). Além disso, pode ser provado por inducao
que o f (x) sao infinitamente diferenciavel e por isso v (x) também é. Dos

problemas (14) e h, = K paraq=0 temos



Kvy(x)=1(x), v,(0)=g;, v,()=8g, (15)
e é chamado de problema de ordem zero vingada. Ele descreve um campo
térmico em um meio homogéneo cujas propriedades sdo as propriedades efetivas
do meio heterogéneo original. A solucdo da cadeia de problemas (14), para todos
g >0 conclui o processo de construcao das s.a.f. do problema (1), (2).

4. CONCLUSOES

Analisando as dificuldades que se encontram ao resolver problemas em
meios heterogéneos, o meétodo de homogeneizacdo assintdtica mostra-se
relevante, pois permite aproximar com precisédo a solucéo do problema original.
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