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1. INTRODUCAO

A necessidade de construgcédo de estruturas seguras e mais resistentes deu
origem a busca por materiais que apresentem melhores propriedades fisicas
(resistividade, condutividade, etc.). No entanto, os materiais encontrados na
natureza ndo possuem estas propriedades em grandeza suficiente que justifique
seu uso, tornando, desta forma, mais dificil encontrar matéria-prima que supra as
necessidades industriais vigentes.

Como resposta a esta problematica, surge a producdo e o0 consequente
estudo de materiais compostos ou compdsitos, isto €, constituidos por dois ou
mais materiais diferentes. A combinacao resultante do processo de composi¢ao
apresenta propriedades que nenhum dos componentes apresenta em estado
natural, por este motivo tém-se desenvolvido métodos para a determinacdo das
propriedades efetivas dos compdsitos. O conceito de propriedades efetivas
permite tratar um meio constituido por matriz e heterogeneidades, tais como
vazios, como um meio continuo e homogéneo (SILVA, 2009).

Além disso, muitos materiais compostos apresentam estrutura periddica, isto
significa que o meio é composto de elementos recorrentes (células)
(BAKHVALOV & PANASENKO, 1989). Tais células peridédicas contém todas as
propriedades em estudo do compdsito e, portanto, os métodos para a obtencéo
das propriedades efetivas baseiam sua aplicacdo nas células periddicas.

Meios heterogéneos providos de estrutura periddica sdo modelados
matematicamente por sistemas de equacOes diferenciais com coeficientes
periodicos e rapidamente oscilantes (SILVA, 2009). Tal caracteristica do sistema
torna-o trabalhoso de ser resolvido utilizando os métodos numéricos usuais.

Um dos métodos, largamente utilizados, que permitem contornar o carater
rapidamente oscilante dos coeficientes do problema e encontrar as propriedades
efetivas do compésito € o Método de Homogeneizacdo Assintotica (MHA),
descrito em (BAKHVALOV & PANASENKO, 1989). Este método se baseia na
solugéao de problemas locais que sao posteriormente utilizados para encontrar os
coeficientes efetivos do problema homogeneizado.

Neste trabalho consideramos um compdsito fibroso cujo interior das fibras é
vazio. Além disso, suporemos que a secédo transversal das fibras seja circular.
Fazendo consideragcbes a respeito da matriz e suas propriedades (isotropia e
homogeneidade) e aplicando condi¢cbes de contorno adequadas resolvemos o
problema homogeneizado em termos de fun¢des analiticas e consequentemente
encontramos 0s coeficientes efetivos do composito.

Destaca-se aqui que o principal objetivo deste trabalho é evidenciar e
demonstrar a aplicacdo do MHA para o calculo das propriedades do composito



com as condicfes dadas. Resultado numeéricos serdo deixados para trabalhos
posteriores.

2. METODOLOGIA

Considere a célula basica (Y ) para um compdsito com estrutura periddica e

sua respectiva representacdo no modelo homogeneizado:
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Figura 1: Exemplo de célula basica: Problema originall(esquerda), problema
homogeneizado (direita)

Onde Y, é a regido ocupada pela matriz, Y,é a regido ocupada pela fibra
(neste caso, vazia) e 0Y, o contorno da regido da fibra (neste caso, a

circunferéncia de raio r).
Como o meio € condutivo e periédico, aplicando o Método de
Homogeneizagédo Assintotica, os coeficientes efetivos &;, séo calculados como:

a. =<a. +a. %> (1)
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|
Neste caso, a;, sdo os coeficientes (simétricos e definidos positivos) do

meio original e o operador (.) € definido por:

1
<> - M_U() dy,dy, (2)
sendo |Y| aareade Y.E N, que aparece € solugdo com periodo Y da equagao
ON
ayi[aj”Jraj' ij=0, vl,p=(1,2,3) (3)
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Considere o vetor normal a dY, como sendo n=(cosé,sind,0), e as

coordenadas espaciais escritas em termos das coordenadas polares r e ¢
(y,=rcosé,y, =rsinfd)

Suponhamos que a;, seja isotropica e homogénea, ou seja, a, =ko, e
kel representa a condutividade do meio sendo &, é o delta de Kronecker.
Sob tais hipoteses, a equacao (3) transformasse em:

AN, =0, yeVY, (4)

Agora, lembrando que a regido ocupada pela fibra é vazia, logo é possivel
usarmos uma condicéo de fronteira livre na borda de Y, , isto €:

oN,
ajp+ajlﬁ nj:O, yanO



a qual no caso homogéneo e isotrgpico torna-se:

N, -
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j
onde n, sdo as componentes do vetor normal n.Para garantir a unicidade, vamos
supor que a média de N seja nula:

<Np>:0 (6)

Por fim, para manter o carater periédico N, deve assumir os mesmos
valores em lados opostos de Y . Logo, devemos encontrar N, que satisfaga as
equacdes de (4), as condicdes (5) e (6), e que seja Y - periodica.

Note que fazendo p=3 em (4)-(6), seque que N,=0 e dai, e pela
propriedade de simetria da matriz, segue que &,=8&, =4a,,=4a,, =0 e é33=<k>.
Usando a definicdo (2), tem-se que &, =< >=k(l—7zr ). Com isso, devemos nos

preocupar apenas com N, e N,. Para nos auxiliar consideremos a funcéo
complexa theta de Weierstrass:
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O somatério é feito sobre todos os periodos Q=mn+o,m e o sinal (‘) sobre
0 somatorio indica que esta sendo desconsiderado o caso quando m=n=0. Esta
funcdo é analitica, portanto suas partes real e imaginaria sdo harmonicas (para
mais detalhes consulte MARKUSHEVICH, 1970).
Consideremos agora a fungdo complexa f(z), com z=y,+iy,, definida

como:

.I: 0 kl)(z) 7
@=a[£@) 7]+ Y a, = (7)

onde o simbolo (°) sobre o somatério indica que estamos tomando os valores
impares do indice k.

Esta funcéo é periddica e suas partes real e imaginaria sdo harménicas. Por
estas propriedades vamos supor que N, e N, sdo respectivamente a parte real e

a parte imaginaria de f(z). Entdo, expandindo (7) em série de Laurent em torno
de z=0, fazendo z = re'’ e separando suas partes real e imaginaria, temos que:

N,(2) = Z{ a0y +ar +zoak77kl:|r cos(16) (8)
1=1

N,(z) = Z{—zaﬁ“ —ar? +Z°aknkl}r' sin(16) )
I=1 k=1

onde 7, = CLHZ ) e a, séo coeficientes a serem determinados.
m,n m+|n
Fazendo p=1 em (5) temos que:
8N aNl
n,=-n,
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Note que nlzldi e nzz—l%, substituindo na expressdo acima,
r r

de
fazendo N, =Re{f(z)} e aplicando as equag¢des de D’Alembert-Euler, chega-se

em ;—e[lm{f(z)}]=—rcosa. Apés uma série de operacbes sobre a igualdade

acima, chega-se ao seguinte sistema infinito:

a|(l) =r? {i Oaknkl -0, (73 _1)} (10)

k=1
onde a"” representa o sistema infinito de coeficientes para p =1.
De maneira anéloga, chega-se ao sistema a/”, utilizando-se N, da (9).
a|(2) = rZI {51| (”31 _1) - Z 0ak77k| } (11)
k=1
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Fazendo p=1em (1), usando (8) e fazendo | =1 em (10), tem-se que:

8, =k(1-27a®)
E fazendo p=2 em (1), usando (9) e fazendo | =1 em (11), tem-se que:

a,=2a,=0,3a,=k(1- 27[6\1(2))

Em resumo:
k(1-2za®) 0 0
a,.p = 0 k(1—27ra1(2)) 0
0 0 k(1—7r?)

Portanto o método é eficiente para encontrar os coeficientes efetivos do
problema homogeneizado.

4. CONCLUSOES

O Método de Homogeneizacdo Assintotica mostra-se como uma boa
alternativa ao problema de rapida oscilagdo nos coeficientes das equacfes que
modelam o problema, tornando mais praticos o calculo das propriedades efetivas
do compdsito e a implementacdo numérica para se obter a solucéo.
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