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1. INTRODUCAO

Compositos s@o constituidos por fases distintas indissoluvelmente unidas e
podem ser encontrados na natureza ou fabricados para melhorar as propriedades
individuais de seus componentes para uma determinada aplicacdo. Por exemplo,
compositos com reforcos fibrosos sdo muito utilizados em diversos setores
industriais, como o automobilistico, aeronautico, de construcdo civil, desportivo,
eletroeletrénico, de construcdo de maquinas e de equipamentos meédicos.

A determinacdo das propriedades globais ou efetivas de compdsitos
mediante métodos matematicos serve de orientacdo na busca experimental de
novos materiais com as propriedades 6timas desejadas. Em muitos casos estes
materiais possuem uma estrutura periédica, ou seja, sdo formados por elementos
recorrentes. Esta recorréncia assegura a existéncia de um elemento
representativo chamado de célula basica que reune todas as propriedades fisicas
e geométricas do compdsito de interesse e possibilita 0 emprego de modelos
matematicos com maior eficiéncia. O estudo numérico direto dos problemas
correspondentes, cujas equacdes tém coeficientes rapidamente oscilantes, néo
fornece expressdes fechadas para as solucdes destes sistemas e requer malhas
extremamente refinadas que dificultam a sua aplicacdo devido ao alto custo
computacional.

Os meétodos de homogeneizacdo matematica permitem encontrar com
grande precisao e rigor as propriedades efetivas de um material composto a partir
das propriedades fisicas e geométricas de seus componentes. Em particular, o
Método de Homogeneizagdo Assintotica (MHA - BAKHLOV; PANASENKO, 1989),
€ utilizado para encontrar os coeficientes que representam as propriedades
efetivas de um meio com estrutura periddica. Este consiste na busca da solucao
do problema na forma de uma expansao assintética das variaveis de interesse em
termos de séries de poténcia de um parametro geométrico ¢, 0 < € < 1, dado pela
razdo entre o comprimento caracteristico da célula basica do compdsito por um
comprimento caracteristico do compasito.

Para cada ¢ fixo, consideramos o seguinte problema de valores de contorno
para a equacéo de calor estacionaria com campo de temperatura u®:

(o] =1, rc @y
[uflxers = 0
[[ag(x) C;_f]]xel"g =0

ut =0, x €{0,1}

: (1)
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onde a®(x) = a(x/e) é uma funcdo e-periddica, continuamente diferenciavel por
partes, positiva e limitada que representa a condutividade térmica; f é a fonte de
calor; I'¢® é o conjunto de pontos de descontinuidades de a®(x); [-Jrs representa o
salto ao redor de cada descontinuidade de a®(x), de maneira que as condicbes
(1)2,3, chamadas de contacto perfeito, impdem a continuidade da temperatura ué e

do fluxo de calor ag(x) nestes pontos.

Objetivo deste trabalho é resolver analiticamente o problema (1) pelo MHA.

Este trabalho é a primeira incursdo da autora no estudo do MHA, e de seus
aspectos matematicas relevantes, necessarias para futuras aplicagcbes em
problemas multidimensionais.

2. METODOLOGIA

O MHA garante que a solucdo do problema original (1) converge para a
solucdo do problema homogeneizado quando o parametro geométrico tende a
zero, assumindo uma solucao na forma de uma série assintética em duas escalas
(x e y = x/¢) em poténcias de e chamada solucdo assintética formal, originando
uma sequéncia recorrente de problemas para os coeficientes u,(x,y) das
poténcias de &, continuamente diferenciaveis em x e y, e 1-periodicos em y. Os
problemas para os dois primeiros termos da assintética sdo os chamados
problemas homogeneizado e local, respectivamente. O lema a seguir garante a
existéncia de solugbes u,; 1-periddicas da sequéncia de problemas:

Lema (BAKHLOV; PANASENKO, 1989): Seja F(y) diferenciavel e a(y)
diferenciavel por partes, 1-periddica, positiva e limitada. A condi¢cdo necessaria e
suficiente para que a solucdo 1l-periddica equacdo LN = F, com o operador

diferencial L(*) = (a(y) d()) exista é que (F(y)) = folf(y)dy =0,o0nde () éo

operador do valor medlo -
Consideramos a seguinte expansao assintética da solucédo do problema:
uf(x) = u®(x,e) = uo(x,y) + eus (x,y) + e*up (x,y),y = x/e.
Na substituicdo de u® no problema (1), utilizamos a regra da cadeia:
du?® du® ou® 19u®

dx ~ dx ~ ox +e dy
A partir daqui, x e y consideram-se independentes.
Agrupando por poténcias de ¢ o resultado da substituicdo em (1); obtém-se
a igualdade assintotica

g loor e oo () )
e [a<y><"’“° )]+ 2 oo (2 2] -t

dy
que, para ser satisfeita, os coef|C|entes de ¢ 2, ~1 e £° devem ser nulos, de onde:

du
[ O

du 6u ou

[<y>1 [(y)" [(;v)"

[ 5] =g >("’“° o) - 2 acn %]
a(y) 5= a(y B (y) x|t

Estas equagoes sao complementadas com as condi¢cdes de contacto que
resultam de substituir u® em (1),.3 e condi¢Bes para garantir a unicidade.
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De aplicar o Lema na equacdo para £ 2 segue que existe u, solugdo 1-
periddica. Logo, integrando com relacdo a y e apos aplicando o operador (-) em
ambos os lados da igualdade levando em conta a 1-periodicidade de u, e a
positividade de a(y), temos:

0 =(9ue/0y) = k(x){a™* () = k(x) =0= iy _ 0= 1uy = uo(x)

dy
Assim, utilizando o resultado acima a equacao para £~ ! modifica-se em
6u1 da du,
2 Jay 2] - et
y dx

De aplicar o Lema nesta equa(;ao para ¢! levando em conta a 1-
periodicidade de a(y), segue que existe u; solucao 1-periodica. Logo, integrando
com relacdo a y e aplicando o operador (-) levando em conta a 1-periodicidade de
u,, temos:

Lo a;; ff‘; Y kGa ()= k(x) a2 a= @i

:%—‘;=($—1)$ Suy(x,y) = Nl(y) 2N = fy(a?s)—l)ds

onde @ é o chamado coeficiente efetivo. Especmcamente, a funcao 1-periddica
N, (y) é a solucao do problema sobre a célula basica

(d dN;]
o +amF =0y e@mr
[[Nl(y)]]yer‘ =0

dN,
| oG] =-teoie
ye
N1(0) = N.(1)
k N.(0) =0

onde T é o conjunto de pontos de descontinuidade de a(y) na célula basica.
De aplicar o Lema na equacéo para £° segue que a condigdo necessaria e
suficiente para que exista u, solucdo 1-periddica é a equacdo do problema

homogeneizado
2

~=f,x€(0,1)

u, =0,x € {0,1}
Em muitas situagbes é suficiente considerar a expansdo assintotica de
primeira ordem u™ (x, &) = uy(x) + eN; (x/&)uj(x).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, apresentamos um exemplo ilustrativo do fato de que u® - u, e
u® -y, quando 1 0. Sejam o sumidouro unitario uniformemente distribuido
a;,y € (0,05-8)U (0.5+6, 1)
a,,y € (0.5-6,05+9)
a.->0,r=12, e § €(0,0.5). Este caso representa um composito condutivo
bifasico com fases constituintes homogéneas. Aqui I'={0.5-4,0.5+6}. A
condutividade efetiva correspondente é a = (a )" = (c;a;! + c,a; 1)1 onde
¢, =26 =1— ¢, com ¢, a concentracao da fase r.

A solucao do problema homogeneizado é u,(x) = x(1 — x)/2a, enquanto a
solucéo do problema local é

f(x) = —1, e a condutividade térmica a(y) = {
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Ay,y € (0,0.5-9)
a
N, (y) = (a—:(A+1)—1>y+B,y€ (0.5-46,05+96)

Aly—1),ye (0.5+6,1)
onde A e B séo obtidos das condi¢cdes de contacto. De u, e N; dados acima se
obtém a solucdo assintética u® do problema original. A solucdo exata u® do
problema original se obtém de maneira analoga a N;, ou seja, resolvendo em
cada intervalo e obtendo as constantes de integracao a partir das condi¢des de
contacto e de contorno.  Os resultados apresentados na figura a seguir, foram

obtidos considerando a; = 2, a, = 3, e § = 0.25.
e=1 e=1/2 e=1/4

3.1 3.1 3.1
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Figura 1. Coeficientes constitutivo a® (e-periédico e rapidamente oscilante
para & pequeno) e efetivo da. Solucdo do problema local correspondente para
valores decrescentes de ¢ (evidenciando sua periodicidade) e as correspondentes
solucBes exata uf e assintotica formal u™ do problema original, e do problema

homogeneizado u, (evidenciando a proximidade entre elas quando ¢ decresce).
4. CONCLUSOES

Neste trabalho aplicou-se o método de homogeneizacdo assintotica a um
problema unidimensional, e ilustrou-se a proximidade entre a solu¢des exata u® e
assintotica formal u® e a solucgéo u, do problema homogeneizado. Através das
curvas mostradas na Figura 1 obtidas a partir do exemplo ilustra-se que método é
realmente eficaz, pelo fato de que u® - u, e u® - u, quando ¢ | 0. Este trabalho
€ uma introdugdo para proporcionar a autora a adquirir pré-requisitos necessarios
para dar seguimento ao estudo do método de homogeneizacdo assintética. A
continuidade da pesquisa estard em obter conhecimento no caso unidimensional
para entdo estudar sobre problemas bidimensionais e tridimensionais.
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