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1. INTRODUCAO

Os materiais compositos sdo constituidos de dois ou mais solidos
homogéneos que possuem regides e propriedades distintas. Caracterizando-0s
como materiais heterogéneos. A homogeneizagdo visa determinar as
propriedades mecanicas do meio homogéneo que é equivalente aquele meio
micro estrutural periédico e regular estabelecido para cada elemento finito da
estrutura (PORTO, 2006). Onde a estrutura é dita periddica se sua microestrutura
pode ser representada por uma célula unitaria Y, chamada célula basica, que se
repete ao longo de todo o corpo.

O Método de Homogeneizagcdo Assintética (MHA) é uma forma de estudar
esses materiais. Com esse método se busca uma transformacéo de um problema
sobre um meio heterogéneo (Problema Original) para um equivalente sobre o
meio homogéneo (Problema Homogeneizado) (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

A partir do problema de valor de contorno (PVC) dado e da solugéo
assintética construida vamos determinar o campo de deslocamento uj (x,y), com
uy sendo as componentes do vetor deslocamento u no espago. E entéo seré feita
a proximidade entre o Problema Original e o Problema Homogeneizado.

2. METODOLOGIA

Vamos considerar um PVC correspondente ao meio heterogéneo periodico
e regular, onde ui(x,y) é o vetor deslocamento no sistema de coordenadas
cartesianas. Se, neste caso o PVC tem caréater rapidamente oscilante, o mesmo é

chamado de Problema Original e é dado por:
]

&
o (ComO5E) + /= 0x e @ (1)
up =0,x € 9Q 2
com C;j,; sendo as componentes do tensor de 42 ordem de rigidez elastica,
simétrico, definido positivo e Y-periddico, onde Y =[0,1]3 é a célula basica e f;
funcdes continuas em Q com 0 < € «< 1.

A partir desse problema, se tem como solucdo uma série assintotica em
poténcias de um parametro pequeno . Suponhamos que essa solucdo seja da
forma:

£ ~ 172 — 0,,0 1,1 2,,2

u (6, y) = up(x,y) = e ug(x,y) + e ug(x, y) + eupe(x,y) 3)

onde ul*(x,y), com h = 0,1,2, sdo Y-periddicas com relacio a y.
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Os coeficientes efetivos do problema dependem de uma variavel local (dita
macroscopica ou lenta) x e de uma variavel global (dita microscopica ou rapida) y.

E temos a seguinte relacdo y = E onde ¢ corresponde a medida da razéo entre as

duas dimensdes, em e em Y. Assim, a solu¢ao do PVC original converge para a
solucdo do Problema Homogeneizado quando ¢ tende a zero (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989). Além disso, os coeficientes sado simétricos e positivos
definidos, ou seja, respectivamente temos:

Cijta ) = i (¥) = Cijue ) = Cruij (), Vy €Y (4)

K > O,Vy eY: Cijkl(y)r]ijr]kl = KT]UT]U, vV i simétrico (5)

Com isso, vamos encontrar os ul(x,y), com h =0,1,2,..., para determinar
nossa solucéo e, consequentemente, verificar a relacdo de proximidade entre os
Problemas Original e Homogeneizado. Ao longo dos célculos serdo utilizados o
Teorema da Divergéncia (ANTON, 2007) e o Teorema de Weierstrass
(BORTOLOSSI, 2003) conhecidos, e ainda, o Principio de Maximo (BAKHVALOV;,
PANASENKO, 1989) e o Lema 1 dado abaixo.

Lema 1 (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989): Sejam F = F;(y) € C = Cyji(y)
funcGes suaves e Y-periodicas com C;j,;(y) sendo um tensor de elasticidade
simétrico e positivo definido. Uma condicdo necesséaria e suficiente para a
existéncia de uma solugdo Y-periodica N = N;(y) da equacéo L,,N =F € que

(F)) =+ [ F(y)dy =0, onde L,, = i (Cija ) ) Além disso, N = N + C,

onde (N) =0 e C é um vetor constante. Aqui o operador média é definido como
(g(x,y)) = |Y|f g(x,y)dy , com |Y| sendo o volume de Y.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Dadas as Equacdes (1)-(2), temos que o PVC representa uma familia de
problemas para 0s quais a solucéo existe e € Unica para cada valor do parametro
e (PRADO, 2010). Considerando agora a possivel solucdo assintética em (3) e
derivando parcialmente ambos os lados em relacdo a x teremos:

dup(xy) _ dup(xy) _ dup |, __10up duj | dug 2 duf ouj
ax;  dx _axl-l'E al+ ax +al € ax,+gax, (6)
Definindo o operador
_29 P
Lapg = o (Cu ) ) ()

E agora substituindo (6) em (1) e derivando em relacéo a x:
e 2(Lyyup) + e (Lyxup + Lyyup + Lyyup) + €% (Lyyup+Lyrti+Lyyup+Ly,u?)
+f =0(¢) (8)
Assim, aplicando a definicdo de solug&o assintotica formal encontramos um
sistema de equacgbes para obtermos uj, (x,y), com h = 0,1,2, ... dado por:

Lyyup =0 )
Ly,up + Lyyup + Lyyup =0 (10)
LyxUp+Ly,ui+Lyyup+Ly up =0 (11)

Aplicando o Lema 1 em (9) verificamos que o operador média da fonte é
nulo, logo existe solucéo. E pela linearidade do operador temos que:

up(x,y) = vy (x) (12)

A partir da equacéo (10) e da solucéo (12) temos



1
i(C-- aﬂ)=—i(cijklav"—(lx)). Supondo, por separacdo de variaveis,

0yj Lkl gy, 0yj dx
Ui (x,¥) = Nypqg(¥)Mpq(x) vamos supor Mpq(x)=$. Chegando assim na
q
igualdade:
a a(zvk ) v
a—yj(cijkl vy +clmq)a P =0 (13)

E assim, para todoyey e para todo x € Q2 temos que Ny, (y) € solugéo Y -

periddica do Problema Local sobre y € Y =[0,1]3, para cada p e q em {1,2,3},
abaixo:

ad 3(Nk )
Lyg = a_yj(ci,-kl ZEL 4 Cijpg) = 0 (14)
Logo, pelo Lema 1 o P.L. € bem posto e temos que:
vy (x)
Uk (%,) = Nigpg () == (15)

Agora, na igualdade dada em (11) vamos aplicar o Lema 1, para cada x € Q.
Chegando na seguinte expressao:

o 1 9(CytkjNipq) ONkpqy 0%vp
<_Lxxuk - Lyxuk xyuk fl(x)> ( ijpq + ay; +C ijkl oy, )ax]axq -
—f(x) (16)

Como Cyjx;(¥) € Nypq () s8o Y-periddicas temos que (%"”")) 0. Entao,
l

chegamos ao Problema Homogeneizado dado por:
azvp

Cijpg—— v +fi(x)=0,x€ Q (17)
u, = 0,x € 0Q (18)
onde éiqu sdo as componentes do tensor efetivo definido por:
A aN
Cijpq = (Cijpq * Cijia akpq) (19)

Assim, Cl-qu € simétrico e positivo definido, onde é possivel a demonstracéo
a partir de (4) e (5). E ainda, como o material € anisotrépico, a matriz de
coeficientes efetivos possui 21 componentes independentes.

Para resolver (11) vamos assumir por separacéo de variaveis que uz(x,y) =

2
’ ’ A ’ _ Vp .

Nirpg()M'prq(x), onde por conveniéncia supomos M'p.,(x) = Ty Assim,
chegamos em:

0 ONirpg @)\ 82%vp 9%vp

oyj (Cijkl ay; 0xr0xq - Tirpq 0xr0xq (20)

9(CijrNrpq) ONipq

com :Flrpq Cirpq - dy; - Cirkl ay, + Clrpq (21)

Simplificando a express@o em (20) chegamos em L, Ny, o (V) = Fippq. Pelo

Lema 1 e pelo Teorema da Divergéncia, temos que o problema é bem posto, logo:
92vp(x)

2 _ !
uk(xr y) - Nkrpq(y) dx,0xg (22)
Portanto, chegamos a seguinte Solugédo Assintotica:
v (x) , %v,(x)
uli(x: Y) = u(Z)(x y) = vk(x) +e& Nkpq( ) p gszrpq(Y) 6x:3xq (23)

Por fim, quando € —» 0 a solucdo do Problema Original converge pra solucéo
do Problema Homogeneizado, entdo vamos mostrar que a aproximacao entre
ut(x,y) e ub(x,y) é de ordem . Para isso, consideremos o seguinte Problema
Auxiliar:

Lfu (1) —fk(x) + eF(x,€),x € Q (24)



up, = 0,x € 9Q (25)
Fazendo os célculos, utilizando as solu¢des encontradas e as hipéteses,

temos que
93vp

(1)
Lfu — fi(x) + €CijriNipq 9%,0mi0%g (26)
3
Logo, de (24) e (26) temos F(x, &) = CjjxiNipq I Aplicando o Lema de
0x;0x10xq
Weierstrass obtemos que:

|F(x, €)|| = maxyeq|F(x,e)| < A=A’ = F(x,&) = 0(1) (27)
E assim,
Fu = —fi(x) + £0(1) = LouY = —fi(x) + 0(e) (28)

Vp x)

(1) , pelo Lema de Weierstrass e pelo
Xq

Agora CoOmo u,,

—uk = eNkpq( )

PrinC|p|o do Maximo, considerando constantes reais A’, A, B e G, temos:

||us - )”c(n) S AF(x, o)llc@m < Ac e ||u(1) u,%”c(m = méxxeﬂ|u,(€1) - u’2|0(ﬁ) < Be
Logo:
e _ .0 _ ., @ @® _ ., @ @ 0
L R u"”cm) | i ”c(m ”u uk”c(ﬁ)
< Ae + Be = G¢
E portanto,
[uf = wkll iy = 0 (29)

4. CONCLUSOES

O trabalho apresenta todo o desenvolvimento para resolver o problema
sobre materiais compositos elasticos lineares com coeficientes diferenciaveis.
Dessa forma, € possivel resolver os casos particulares para este caso, como
meios laminados, materiais fibrosos, etc. E ainda, se o material € isotropico
encontramos para a matriz de coeficientes efetivos cinco componentes
linearmente independentes.
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