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1. INTRODUCAO

A teoria de categorias surgiu na década de 1940 nos trabalhos em topologia
de S. Mac Lane e S. Eilenberg. Basicamente, uma categoria consiste de uma
classe de objetos e uma classe de morfismos que satisfazem determinadas
condicdes (ver Definicdo 3.1). A teoria de categorias permitiu varios avangos em
algebra homologica e topologia algébrica. Atualmente, a linguagem categdérica
vem sendo utilizada em outras areas da matematica, devido a sua grande
capacidade de generalizacdo, o que torna possivel descrever diferentes
estruturas, como, por exemplo, na area de Algebra Abstrata, conjuntos, grupos,
espacos vetoriais, anéis, etc.

Um exemplo desta generalizacdo € a definicdo categdrica de um grupoide.
Originalmente, a nocdo de grupdide apareceu em 1926 nos trabalhos de H.
Brandt. A versdo algébrica que usaremos aqui provém dos trabalhos de M.
Lawson, e é uma natural extensdo da nocdo de grupos. E provado que a definicéo
algébrica de grupdide (ver Defini¢cdo 3.2) é equivalente a definir um grupoide como
uma categoria pequena, na qual todo morfismo € invertivel. Nesta nova linguagem
categorica, alguns resultados sdo obtidos diretamente da definicdo, o que néo
ocorre na definicdo algébrica, pois precisam ser demonstrados.

Neste trabalho temos por objetivo apresentar algumas definicdes e exemplos
dentro da Teoria de Categorias. Como uma aplicacdo da capacidade de
generalizacdo desta nova linguagem, demonstraremos a equivaléncia entre as
definicbes algébrica e categdrica de grupdide. Com isso, vamos mostrar que
determinadas propriedades sobre grupdides seguem direto da definicdo
categérica, mas precisam ser demonstradas algebricamente se usarmos a
definicdo algébrica (Ver Proposicéo 3.3).

2. METODOLOGIA

A metodologia utilizada pelo grupo consiste em pesquisas em livros, teses,
jornais e revistas na area de Algebra Abstrata. A partir disso, tOpicos sdo
escolhidos e divididos para que semanalmente cada discente pertencente ao
grupo apresente, em formato de seminario, o assunto pelo qual o mesmo ficou
responsavel.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Seguindo S. MacLane, um grafo € dado por um conjunto de objetos 0 e um
conjunto de flechas (morfismos) A, munido de duas func¢des dadas por:

dom cod

A— 0 e A—O0.
Neste grafo, o conjunto de pares combinaveis de morfismos € o conjunto:

AX, A={(g,.f):; 9 f € Aedomg = codf}.
Neste contexto, podemos definir nosso principal objeto de estudo:

Definicéo 3.1 [MACLANE, 1971]: Uma categoria € um grafo com duas
fungdes adicionais:
id:0>A e o:Ax,A—-A
c—- 1 @fH=g°f

Além disso, essas funcdes satisfazem as seguintes propriedades:

(1) Para  quaisquer f,g,h€A, vale que fo(goh)=(feg)eh
(associatividade);

(2) Para quaisquer f:a—>b e g:b—>c€A, vale que 1,of=fegel,=g
(lei da unidade).

Para quaisquer objetos ¢, d € 0 definimos o conjunto:
hom(c,d) = {f € A; domf = c e codf = d}.

Podemos mostrar que dado um objeto a € 0, entdo o morfismo 1,:a - a é
anico. Sendo assim, identificamos o0s elementos da categoria com suas
respectivas flechas identidade.

Ainda seguindo MacLane, dizemos que um conjunto X € pequeno se existir
um conjunto U, chamado universo, tal que X € um membro desse conjunto. Com
isso, podemos construir um primeiro exemplo de categorias, a qual denominamos
como a categoria Set, tal que 0s objetos sao todos 0s conjuntos pequenos e 0s
morfismos séo todas as funcdes entre estes. A partir desta mesma construcéo,
temos outros exemplos de categorias, dados por:

1. Grp: Os objetos sdo grupos e os morfismos sdao os homomorfismos entre
grupos;
2. Rng: Os objetos sdo anéis e morfismos os homomorfismos de anéis.

De acordo com MacLane, uma categoria é dita categoria pequena se a
classe dos objetos forma um conjunto e a classe dos morfismos também. Neste
contexto, definimos um grupdide como sendo uma categoria pequena, na qual
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todo morfismo é invertivel, ou seja, para todo morfismo f € hom(b,c) existe um
morfismo g € hom(c,b), talque fog=1,egof =1,.

Vamos mostrar a equivaléncia entre a definicdo categdrica de grupdide e a
definicdo algébrica, a qual é dada a seguir.

Definicdo 3.2 [LAWSON, 1998]: Seja G um conjunto nao vazio equipado com
uma operagéo binaria definida parcialmente. Se g, h € G, escrevemos 3gh, sempre
que o produto gh estiver definido. Dessa forma, o conjunto G é dito um grupoide,
se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Para quaisquer g,h,l € G, 3g(hl) se, e somente se I(gh)l e, neste
caso, g(hl) = (gh)l;

(i) Para quaisquer g, h,l € G, 3g(hl) se, e somente se, Igh e Jhl;

(i)  Para todo g € G, existem Uunicos elementos r(g), d(g) € G, tais que
Ar(g)g, 39d(g) e, neste caso, r(g)g = g = gd(9);

(iv) Paratodog € G, existe g1 € G, talque r(g9) = gg~ted(g) =g 'g.

Um elemento e € G € chamado uma identidade se Jeg e Ige e, neste caso,
eg = g = ge. O conjunto das identidades em G sera denotado por G.

A idéia por tras da demonstracao consiste em primeiramente considerar uma
categoria C em que todo morfismo € invertivel, e dessa forma a composi¢do € uma
operacéao definida parcialmente em A, pois considerando morfismos f € hom(a, b)
e g € hom(c, d), entdo g o f esta definida se, e somente se, b = ¢. Os objetos de C
sdo identificados como as identidades do grupdide. O fato da categoria C gozar da
propriedade associativa garante os itens (i) e (ii) referentes a definicdo 3.2. A lei
das unidades e o fato de todo mofismo possuir um morfismo inverso garantem os
itens (iii) e (iv), respectivamente.

Reciprocamente, seja G um grupdéide no sentido algébrico, entdo o conjunto
das identidades G, serdo os objetos da categoria. Para quaisquer e, f € G,
definimos hom(e, f) ={g € G;r(g) = f e d(g) = e}, ou seja, os morfismos s&o
todos elementos g € G tais que Ifge. Se e, f,l € G,, entdo a operacdo do grupodide
sera a composicao:

hom(e, f) X hom(f,l) -» hom(e,l)
(g, h) — hog =hg.

Dessa forma, a associatividade do grupdide garante o item (1) da definicdo
categorica, e (2) é satisfeito a partir da propriedade (iii) da definicdo algébrica e,
como cada elemento de G possui inverso, a exigéncia da existéncia de morfismos
inversos é satisfeita. Portanto as duas defini¢es sédo equivalentes.
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Como uma aplicagéo dessa equivaléncia, temos o lema abaixo o qual visto
no sentido algébrico necessita ser demonstrado, entretanto, na linguagem
categodrica ndo necessita de demonstracdo, pois seus resultados seguem
diretamente da definicéo.

Proposicdo 3.3 [FLORES, PAQUES, 2014]: Seja G um grupdide. Ent&o, as
seguintes propriedades sao validas:

() Para todo g€ G, o elementog™! € G satisfazendo g~'g=d(g)e
gg~! = r(g) é unicamente determinado;

(i) Paratodo g € G, d(g™") =r(g9) er(g™") = d(9);
(iiyParatodo g € G, (g H 1 =g;
(iv)Paratodo g,h € G, 3gh se, e somente se, d(g) = r(h);

(v) Para todo g,h € G,3h g 'se, e somente se, 3Ighe, neste caso,
(gh)™t=h"tg™h

(vi) Se Agh, entdo d(gh) = d(h) e r(gh) =r(9);

(vii) Paratodo e € G, d(e) =r(e) = eee™! =e.

4. CONCLUSOES

A partir do estudo que vem sendo realizado pelo grupo foi possivel
identificar claramente a contribuicdo da linguagem categérica e também a
relevancia no que diz respeito as generalizagdes da teoria grupos. Dessa forma, o
trabalho vem sendo de grande produtividade, pois possibilita os alunos envolvidos
familiarizarem-se com pesquisas na area de Matematica. O projeto visa como
proxima etapa aprofundar-se mais na teoria de Categorias. ApOs isso, iremos
pesquisar teoria de Modulos, a qual necessitara dos resultados vistos até agora na
pesquisa.
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