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1. INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho € estudar o teorema de Gauss Bonnet em
superficies poliédricas, a qual relaciona um elemento topoldgico, que é a
caracteristica de Euler-Poincaré, com elementos geométricos. Este resultado,
para superficies diferenciaveis, é bastante conhecido e consta em livros classicos
de Geometria Diferencial. Para o caso onde a superficie é poliédrica, a qual € ndo
diferenciavel, se tomou conhecimento em 1998, quando Polthier e Schimes,
publicaram um artigo que aborda conceitos da Geometria diferencial para os
casos nao diferenciaveis. Esta abordagem ocorre de forma bem natural e varias
destas definicdbes sdo estendidas para o caso ja conhecido. Nosso trabalho
consiste em fazer os detalhes desta abordagem e escrever o assunto da forma
mais autbnoma possivel, para que um aluno de graduacdo que ainda nao possua
o pré-requisito do Célculo Diferencial seja capaz de compreendé-lo. Salientamos
que para formalizar tal teoria é necessario adaptar varias definicbes existentes
para situacbes que sejam mais abrangentes, sem perder o sentido original na
esséncia da sua definicdo. Portanto, os primeiros resultados esperados se
resumem a estas adaptacfes tedricas e a compreensao destes novos conceitos,
que sao de grande valor para areas cientificas como Matematica e Ciéncia da
Computacéo.

2. METODOLOGIA

A metodologia adotada foi a pesquisa em um livro e artigo da area ver [1], [2]
e [3] associado a encontros periddicos para discussao dos topicos estudados e
apresentados em seminarios.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

O teorema de Gauss Bonnet relaciona curvaturas de uma superficie com
sua Topologia. Em nosso trabalho, iremos tratar apenas de superficies poliédricas
limitadas, as quais sdo definidas como sendo uma reunido de uma quantidade
finita de poligonos planos, que chamaremos de faces, tais que:

a) Cada lado de poligono estd no maximo em dois poligonos;
b) Havendo lados de poligonos que estdo em um s6 poligono, eles devem
formar uma Unica poligonal fechada, chamada de bordo.

As superficies poliédricas que tem bordo serdo chamadas de abertas, e as
gue ndo tém chamaremos de fechadas.

Estas superficies poliédricas apresentam elementos geométricos
importantes, tais como, angulo total em um ponto, curvatura de Gauss, curvatura
geodésica discreta e curvatura de Gauss parcial.
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Iremos agora definir o angulo total em p, que denotaremos por 6(p).Sejam S
uma Superficie poliédrica, i € {1,2,3,...,n} e F = {fi} o conjunto de faces em §
sendo n 0 numero de faces, e p € Stalque p ¢ 9S (bordo de S) .Temos que

se p nao é um vértice

21
n

0(p) = 2 0i(p),  sepéumvértice
i=1

Onde 6;(p) é a medida do angulo interior formado pelas arestas de fi no vértice

p-

Exemplo. Seja p um vértice do
toro poliédrico indicado na figura.
Temos 4 faces que contém p, logo:
o N I8 N 3n 3w
S22 2 2
_5m

-2

Agora com a noc¢do de angulo total, podemos definir a curvatura em ponto
de uma superficie poliedral fechada. Assim, a curvatura de Gauss K(p) de um

ponto p é dada por
K(p) = 2m — 6(p)

K(p) =27~ ) 0i(p)
i=1

Observe que a curvatura mede o quant_o 0 angulo total em p, 6(p), difere de
21. Logo podemos classificar os pontos de uma superficie poliédrica em:

i) esférico: se K(p) > 0
ii) hiperbdlico: se K(p) <0
iii) euclidiano: se K(p) =0
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(Esférico, K(p) > 0) (Hiperbadlico, K(p) < 0) (Euclidiano, K(p) = 0)

Quando consideramos uma curva y (linha poligonal) ao longo de uma
superficie S, podemos calcular outro tipo de curvatura discreta em pontos desta
curva, da seguinte forma: tomamos 6(p) o angulo total em um ponto p e f um dos
angulos laterais de y em p. Assim,

2 (0(p)
4= e(p)( 2 )
€ a curvatura geodésica discreta em p . Note que,se escolhermos o outro angulo
lateral de y em p, temos que Kg apenas muda de sinal.

Na medida em que Q c S é um dominio em uma superficie poliédrica com
[' =01, a curvatura de Gauss pode ser estendida a pontos de I' considerando
6(p) o angulo total em um vértice p e B(p) 0 angulo interno da curva no vértice
p € I, chamaremos de curvatura de Gauss parcial de Q em p e denotaremos por
K,q ao produto

K@) = £ k@)

Trataremos agora, do elemento topoldgico, que € a caracteristica de Euler-
Poincaré.

Sejam V, A e F 0 nimero de vértices, arestas e faces, respectivamente, de
uma superficie Q. A expressdo V-A+F é chamada de caracteristica de Euler-
Poincaré e denotada por x(Q2), a qual é um invariante topolégico, ou seja,
superficies poliédricas que sdo homeomorfos (quando existe uma aplicacédo
continua cuja inversa também é continua.) possuem mesma caracteristica.

Esta expressao descreve a caracteristica da superficie, em outras palavras,
a quantidade de “buracos” que esta superficie possui. Por exemplo, as superficies
gue ndo possuem buracos tem y(Q) = 2, as que possuem um buraco y(Q) = 0,
dois buracos y(Q) = —2, e assim por diante.

A partir de agora temos 0S pré-requisitos necessarios para enunciar o
teorema.

Teorema Discreto de Gauss Bonnet. Sejam S uma Superficie poliédrica e
Q < S um dominio com bordo I' e y() a caracteristica de Euler-Poincaré . Assim,
a equacao
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> K@) +Kg(1) = 2mr (@)

PEQ
onde a curvatura total de Gauss em Q inclui a curvatura de Gauss parcial em
pontos do bordo.

4. CONCLUSOES
Apesar do estudo da Geometria em Superficies poliédricas ndo ser comum

na leitura de livros didaticos de nivel superior concluimos que pode ser facilmente
desenvolvida e aplicada.
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